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Redaktioneller Hinweis: Es gibt ein paar Dinge, die noch Vereinheitlicht werden missen.
- Symbole fiir Zeichen des Alphabets: sollten nicht fett, gesetzt werden.

- Alte und neue Rechschreibung (z.B. daf3 vs. dass)



Teill A

Formalia und Einfihrung






Vorwort

Dieses Skript ist im AnschluR an die gleichnamige Vorlesung entstanden, die ich im
WS 2001/02 an der Technischen Universitat Minchen gehalten habe. Eigentlich hatte ich nicht
die Absicht, eine ,geTeXte“ Version meines Vorlesungsskriptes zu erzeugen, da sich meines Er-
achtens ein gutes Skript Uber mehrere Semester entwickeln muf3. So gesehen ist dieses Schrift-
stiick also noch gar kein Skript, sondern nur eine Vorversion.

Da sich jedoch Herr Manthey die Mihe gemacht hat, seine Mitschrift zu , TeXen®, habe ich
nun also doch begonnen, aus dieser Mitschrift ein Skript zu erstellen, das sich hoffentlich tber
die Jahre noch etwas verbessern wird. Noch sind einige ,saloppe“ Bemerkungen enthalten, die
im Rahmen einer Vorlesung sicher gut ankommen, aber in einem Skript etwas merkwirdig
anmuten. Auch fehlen an vielen Stellen noch ausfuhrlichere Erklarungen und Kommentare (vor
allem am Ende), die in der Vorlesung nur mindlich gegeben wurden oder sogar nur durch
Gestik und Mimik vermittelt wurden. Leider fehlen auch noch einige graphische Darstellungen
zur Veranschaulichung bestimmter Konzepte oder Beweise.

Ich hoffe jedoch, dal bereits diese Vorversion des Skriptes eine gute Erganzung zu den gescann-
ten handschriftlichen Unterlagen im WWW darstellt:

http://wwwbrauer.informatik.tu-muenchen.de/lehre/fospr/WS0102/

Ich bedanke mich bei den Studierenden, die sich aktiv und motiviert an der Vorlesung und
der Ubung beteiligt haben. Sie haben mich auf Fehler hingewiesen, mich durch Riickfragen
dazu gebracht, Uber schlissigere Erklarungen nachzudenken und mich motiviert, dieses Skript
Uberhaupt zu erzeugen.

Ganz besonderer Dank gilt Herrn Manthey, der viel Mihe aufgewendet hat, in der Vorlesung
mitzutippen, und so die ,TeX“nische Grundlagen zu diesem Skript gelegt hat. So konnte ich
mich tiberwiegend auf die inhaltliche Uberarbeitung und Ergéanzung des Skriptes konzentrieren.

Munchen, im April 2002,
Ekkart Kindler
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Kapitel 1

EinfUhrung

1 Motivation

Frage: Warum sollte sich ein “praktischer Informatiker” oder “Softwaretechniker” diese
Theorie-Vorlesung anhoren.

Antwort 1. So theoretisch ist das Thema nicht (wird ben6étigt fur: Compilerbau, Sprachent-
wurf, ...).

Antwort 2: Fur eine weitere Antwort gehen wir zuerst der Frage nach: Was ist Informatik?
Informatik beschaftigt sich mit der mechanischen Verarbeitung, Ubermittlung, Speiche-
rung und Wiedergewinnung von Informationen und mit der Konstruktion von Systemen,
die diesem Zweck dienen.

Was wiederum eine Information ist, wird an dieser Stelle nicht behandelt, da dies hier zu
weit fihren wirde. Es werden sowieso nur die Reprasentationen der Informationen verar-
beitet und nicht die Information selbst. Diese Informationen werden durch Zeichenketten
Uber einem Alphabet reprasentiert.

Eine (Formale) Sprachést aber nichts anderes als eine Menge von Zeichenreihen (Wor-
tern) Gber einen Alphabet.

- Beschreibung von Klassen von Informationen

- Beschreibung der Struktur von Informationen
Ein Automatist ist ein abstraktes Modell eines mechanischen Systems zur Verarbeitung
von Informationen (Zeichenreihen).

- Abstraktion von technischen Details

- Konzentration auf das Wesentliche

- Klassifikation von Automatentypen und Untersuchung von Beziehungen
Die Berechenbarkeitstheoristersucht die Grenzen mechanischer Systeme zur Verarbei-
tung von Informationen (Zeichenreihen) und zur Berechnung von Funktionen.
In dieser Vorlesung werden also grundlegende Konzepte, Modelle und Beweistechniken
vorgestellt, die der Verarbeitung von Information, der Berechnung von Funktionen die-

nen und die sich zur Untersuchung und dem Verstandnis der ihnen zugrundeliegenden
Prinzipien als zweckmalig erweisen haben.

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Diese sollen sich im Unterbewuf3tsein eines Informatikers fest verankern, auch wenn er sie nicht
explizit benutzt (niemand soll mit der Turing-Maschine programmieren).

Antwort 3: Die in der Vorlesung vorgestellten Ideen, Denkweisen und Beweise schulen das
“informatische” Denken.

- Bilden von Abstraktionen / Modellen
- Erkennen von Zusammenhangen

- Fuhren von Beweisen auf verschiedenen Abstraktionsebenen

2 Uberblick

Zunachst geben wir einen Uberblick dartiber, was uns in der Vorlesung erwartet. Abkildung
zeigt die in der Vorlesung betrachteten Sprachklassen und die zugehdérigen Automatentypen.
Dies ist eine grobe Landkarte des Gebiets, auf dem wir uns in der Vorlesung bewegen. Diese
Landkarte nennt sic@homsky-Hierarchie

andere

Sprachklasse Grammatik Automat Beispiel Charakterisierung

rekursive aufzahlbare .
Sprachen Typ 0 NTM=DTM | “Halteproblem” | ~RAM, u-Rekursion
primitive Rekursion

rekursive Sprachen

kontextsensitive

Sprachen Typ 1l LBA a™b"c
korrekt
kontextfreie Sprachen Typ 2 NKA geklammerte
Ausdriicke

deterministische LR(K)
kontextfreie Sprachen LL (k), DKA ab"
lineare Sprachen

rationale (regulére) Aust
regulare Sprachen Typ 3 NEA = DEA a*b* drticke, erkennbare Men-

gen, ...

DEA Deterministischer endlicher Automat

NEA Nicht-deterministischer endlicher Automat

DKA Deterministischer Kellerautomat

NKA Nicht-deterministischer Kellerautomat

LBA Linear beschrankter Automat

(Turing-Maschine mit einem linear beschranktem Band)

DTM Deterministischer Turing-Maschine
NTM  Nicht-deterministischer Turing-Maschine

Tabelle 1.1. Grobe Ubersicht tiber die wichtigsten Sprachklassen: Die Chomsky-Hierarchie
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Achtung: Diese Landkarte ist hier noch sehr ungenau und streng genommen in einigen Punkten sogar
falsch. Die Welt ist eben nicht so linear wie hier dargestellt. Die genauen Beziehungen zwischen den
Sprachklassen werden wir spéter noch angeben.

In der Vorlesung werden wir also verschiedene Sprachklassen definieren und untersuchen. Ty-
pische Fragestellungen sind dann:

1. Formale Sprachen und Automaten

Aquivalenz und Inklusion von Sprachklassen

Aquivalenz von Automatentypen (zum Beispiel: gilt DLBA = NLBA ?)

Entscheidungsverfahren / Unentscheibarkeit

- Ist ein Wort in einer Sprache enthalten ?
- Ist eine Sprache endlich ?
- Ist die Sprache leer ?

Abschlu3eigenschaften

- Istder Durchschnitt/ die Vereinigung zweier Sprachen einer bestimmten Klasse
wieder aus dieser Klasse?

- Ist das Komplement einer Sprache einer bestimmten Klasse wieder aus dieser
Klasse?

2. Berechenbarkeit

- Aquivalenz der verschiedenen Berechnungsmodelle (Church’sche These)
- Grenzen des Berechenbaren

Bereits in AbschnitB.3wird uns eine sehr einfache Uberlegung eine traurige Wahrheit lehren:
Es gibt wesentlich mehr Funktionen, die nicht berechenbar sind, als Funktionen, die berechenbar
sind.

3 Grundbegriffe

An dieser Stelle werden die mathematischen Grundbegriffe eingefuihrt, die wir in der Vorlesung voraus-
setzen. Hier werden jedoch nur die wichtigsten Begriffe erwahnt; weitere Begriffe werden bei Bedarf
eingeflhrt. Eigentlich sollten alle hier aufgefihrten Begriffe bereits bekannt sein. Dieses Kapitel dient
also im wesentlichen dazu, Sie mit der in der Vorlesung benutzten Terminologie und Notation vertraut
zu machen.

3.1 Woérter und Sprachen

Ein Alphabetist eine endliche Menge vafeichen(Symboleh Ein Beispiel ist das Alphabet

¥ ={a,b,c}. Eine endliche Sequenzas, . . . a, mita; € X furi € {1,...,n} nennen wilort
(ZeichenreiheZeichenketteliber dem Alphabet. Die Menge aller Worter Gbet bezeichnen

wir mit 3*. Als Bezeichner fir Worter benutzen wir typischerweise die Buchstabeno (da

a,b,c, ... bereits fur die Zeichen des Alphabets reserviert sind). Die leere Sequenz bezeichnen
wir mit e; wir nennere dasleeres WortEs gilt:
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g° = {¢}

{a}* = {e,a,aa,aaa,...}

Far zwei Worter = aas . ..a, € X* undw = biby...b,, € X* definieren wir diegKonkaten-
ationv o w (kurz: vw) vonv undw durch:

VoW = VW = A103 . ..a0,b1ba... b,

Fir Wortw = aqas . . . a,, heildtn auch dieLange des Wortes und wir schreiberw| = n. Die
Lange eines Wortes kann man induktiv wie folgt definieren:

el = 0
la|] = 1 fira e ¥
[vow| = |v] + [uw]

Ein Wortu € X* hei3tPrafix eines Wortes € ¥*, wenn ein Wortw € X* mituow = v
existiert. Ein Wortu € X* heil3t Suffixeines Wortey € ¥*, wenn ein Wortw € X* mit
w o u = v existiert.

Eine Teilmenge. C X* nennen wirSprachelibery. Eine Wortw € L nennen wir dann auch
Wort der Spraché..

Die Konkatenatiorzweier Sprachet, L, C >* ist definiert durch:

L10L2:L1L2:{vw|v€L1,w€L2}

Die Kleene’sche Hulld.* einer Spraché. ist definiert durch:

L’ = {e}
L+t = L[} furi > 1
= UL
ieN
Lt = L\ (e}

Achtung der Stern-Operator hat in der Kleene’'schen Hillle eine etwas andere Bedeutung‘alBar
Stern-Operator auf Sprachen wird aukkeene-Sterr{bzw.Kleene stargenannt.

3.2 Aquivalenzrelationen

Eine TeilmengekR C A x A wird bindre Relationiiber A genannt. Fiifa,b) € R wird im
allgemeinen die SchreibweigseR b verwendet (oft auch — b odera = b). R heil3t:

- reflexiv wenn fir allea € A gilta R a
- symmetrischwenn fir allea, b € A mita R b auchb R a gilt.

- transitiv, wenn fur allea, b,c € Amita R b undb R c aucha R c gilt.
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» O
y 7
O O

Abbildung 1.1. Eine Aquivalenzrelation mit zwei Aquivalenzklassgh= {a,b} undc] = {c, d, e}.

Eine RelationR heiltAquivalenz(relation)wennR reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
Eine AquivalenzR zerlegt eine Mengel in disjunkteAquivalenzklasseria]r = {b € A|a R
b}. Fur die Aquivalenzklassen gilt:

[CL]R = [b]R gdW aRb
[G]R N [b]R = O gdW —a Rb
v Y

Die Anzahl der Aquivalenzklassen vdd heitindexvon R: |{[a]r|a € A}|. Abbildung1.1

zeigt eine Aquivalenzrelation tber = {a, b, c, d, e} mit zwei Aquivalenzklassen; sie hat also
den Index.

Die transitive HilleR™ (bzw. — ) einer (beliebigen) RelatioR ist die kleinste Relation, die
transitiv ist undR enthalt. Man kann die transitive Hulle einer beliebigen Relation ,konstruie-
ren”, indem man so lange Kanten ieinfugt, bis die Transitivitdtsbedingung erfullt ist.

Die reflexiv-transitive HulleR* (bzw. —* ) einer RelationR ist die kleinste Relation, die
reflexiv und transitiv ist und? enthalt. Man kann die reflexiv-transitive Hulle einer Relation
konstruieren, indem man zusatzlich zur transitiven Hille der Relation an jedem Knoten die
KanteO einflgt.

3.3 Abzéahlbarkeit

Motivation
Wieviele Funktionery : N — {0, 1} gibt es? unendlich viele
V
Wieviele Programme gibt es? unendlich viele
|
Wieviele natirliche Zahlen gibt es? unendlich viele

Es gibt verschiedene Stufen von Unendlichkeit. Wir benétigen also ein Handwerkszeug, um die
verschiedenen Stufen von Unendlichkeit unterscheiden zu kénnen.

Zugegebenermalien ist die Abzahlbarkeit ein sehr grobes Handwerkszeug. Denn wir unterscheiden nur
zwei Stufen von Unendlichkeit. Aber flr unsere Zwecke reicht das véllig aus.
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3.3.1 Definition

Eine MengeA hei3tabzahlbar (unendlich)wenn es eine bijektive Abbildung : A — N
gibt. Wir schreiben dannA| = |N| = w. Fir eine endliche Mengé schreiben wiA| < w.
Fur eine unendliche Mengé, die nicht abzahlbar ist, schreiben Wit| > w und nennem
Uberabzahlbar

Beispiel
1. 1{1,2,3,4,5}| < w

2. IN[=[2] = 1Q| = w
3. Fur ein endliches Alphabét gilt: |~*| = w
4. IRl >w

5 {g: N—={0,1}} >w

3.3.2 Beweistechniken fir die Abzahlbarkeit

Hier stellen wir kurz einige Techniken zum Nachweis der Abzahlbarkeit einer Menge vor:

1. Explizite Angabe einer ,Abz&ahlungsfunktion®.

2. Teilmengenbeziehunglr eine abzéhlbare Mengkist jede Teilmengd3 C A abzéhlbar
oder endlich.

3. Standardkonstruktionen (Beweis per Induktion usw.)

Beispielsweise kann man den Beweis fif = |Q| = w durch die explizite Angabe einer
Abzahlung fihren. Um zu beweisen, dal3 die ganzen Zdhlabzahlbar unendlich sind, defi-
nieren wir eine Funktion, die die ganzen Zahlen bijektiv auf die natirlichen Zahlen abbildet. In
Abb. 1.2ist diese Funktion skizziert.

64 "2 —0 T~ 35 7

|
T T

Abbildung 1.2. Die Skizze zeigt, dasé abzahlbar ist.

+

Fur die rationalen ZahlefQ gehen wir ahnlich vor. Wir beweisen zunéchst, dal3 die Menge
aller Briiche abzahlbar ist. Dazu tragen wir alle Briiche in ein Koordinatensystem ein, in dem
die z-Achse den Zahler und dig-Achse den Nenner reprasentieren. In Abbildungist die
entsprechende Abzéhlung skizziert. Da die Menge der rationalen Zahlen eine Teilmenge der
Briche ist, folgt mit der Teilmengenbeziehung, dass auch die Menge der rationalen Zahlen
abzahlbar ist.
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Abbildung 1.3. Die Skizze zeigt, dass die Menge der Briche abzahlbar ist.

3.3.3 Beweistechniken fiir die Uberabzahlbarkeit

Nun geben wir einige Beweistechniken fir die Uberabzahlbarkeit einer Menge an.

1. Obermengenbeziehungir eine Uberabzéhlbare Mengeist jede Obermeng®& 2 A
Uberabz&hlbar.

Beispiel:|C| > w, da|R| > wundC D R

2. Diagonalisierung Die Diagonalisierung laf3t sich am besten an einem Beispiel erklaren.
Wir verwenden daher dieses Verfahren an dieser Stelle dazu, um die Alsgade —
{0,1}}| > w (vgl. Beispiel Punkt 5) zu beweisen.

Das Diagonalisierungsverfahren ist ein Beweisverfahren durch Widerspruch. Wir nehmen
also zunéchst an, dast = {¢g : N — {0,1}} abz&hlbar ist. Wir kdnnen dann die
Funktionen ausl abzahlenyy, g1, g2, ... Alle Funktionen aust! sind also in der folgende
(unendlichen) Tabelle représentiert:

g0
g1
g2
gs
g4
gs

- ORPOORO
- PR ORROR
S RPORRPRORN
- PORPOORW
- OoOrORON
OCORRERREROOU

Wir konstruieren nun eine Funktiofi : N — {0, 1} entlang der Diagonalendt) wie
folgt:

[ 1 falls g,(n)=0] _
fn) = { 0 falls go(n) =1 } = 9nln)
Offensichtlich istf ein Element vor4, kommt aber in der Abzéhlung, g1, g2, ... nicht

vor. Denn gébe es eip) mit g; = f, so muBte gelteny; (i) = f(i) = g:(i) # g:(¢); dies
ist offensichtlich ein Widerspruch.
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Beobachtung:: Da X>* fur jedes Alphabet abzahlbar ist, konnen wir nur abzéahlbar viele Dinge

(Automaten, Funktionen, Sprachen, ...) syntaktisch durch Zeichenreihen reprasentieren. Al-
lerdings gibt es Uberabzahlbar viele Funktionen und Sprachen. Damit existieren Gberabzahlbar
viele Funktionen, die wir nicht syntaktisch reprasentieren, geschweige denn berechnen kénnen.

3.4 Grammatiken
Grammatiken gehéren streng genommen nicht zu den Grundbegriffen, die wir voraussetzen. Sie sind
zentraler Gegenstand der Vorlesung.
Da wir im Laufe der Vorlesung verschiedene Varianten von Grammatiken einfuihren, ist es zweckmafig,
hier die allgemeinste Form der Grammatik einzufiihren. In den verschiedenen Kapiteln werden wir
dann die verschiedenen Varianten als Spezialfall definieren. In der vollen Allgemeinheit werden wir die
Grammatiken dann erst wieder gegen Ende der Vorlesung betrachten.

Motivation:  Syntaktische Reprasentation einer Sprache (zum Beispiel: Programmierspra-
chen, syntaktische Ausdricke, XML, ...). Ein typisches Beispiel ist die Backus-Naur-Form

BNF:
<Ausdruck> = <Ausdruck> + <Ausdruck> |
Startsymb

/’-—_—\\ .
(Axiom) 0|/4 <Ausdruck> * “<Ausdruck> |  Terminal
(<Ausdruck>)
Produktion ——\ <Identifikator> Nichtterminal
vy T~
<l|dentifikator> := <Buchstabe><Zeichenreihe>

Abbildung 1.4. Eine Grammatik in Backus-Naur-Form.

Definition 1.1 Eine GrammatikG Uber einem Alphabet besteht aus

- einer endliche Meng® vonVariablen(NonterminalehmitV N = &,

Ein Elemente vox nennen wir aucierminalsymbolnd: dasTerminalalphabet

- einer endlichen binéren RelatioR C (V' U X)* x (V U X)*, denProduktioneroder
Regelnund

- einer Startvariabler{einemStartsymbglAxiom) S € V.

Wir notieren die Grammatik durcy = (V, %, P, S). Die Regeln«, 3) € P einer Grammatik
notieren wir meist durclax — (.
Die Elemente vo nennen wir auciferminale

Bemerkung: ,Eine Grammatik ist kein 4-Tupel!”
Der 4-Tupel ist lediglich eine mathematische Formalisierung. Eine Grammatik ist ein Konzept zur Be-
schreibung von (formalen) Sprachen) durch Regeln.
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Beispiel 1.1 (Grammatik)
Als Beispiel fur die mathematische Formulierung einer Grammatik geben wir die Grammatik
zur BNF in Abb.1.4an:

= (,),+,%,a,b,c}

{A I}

{A—- A+ A A—-AxAA— (A A—- 1] >a,l—b1—c}
(V,X, P, A)

QU =M
Il

Frage: Welche Sprache wird durafi definiert?
Antwort:  Definition UberAbleitungvon Satzformemusgehend vom Axiom:

=¢ a+(A) =¢ a+(A4+A) =¢ a+(a+a)
—_—— —_——

Satzformvon G Satzvon G

Definition 1.2 (Ableitung, Satzform, Satz, Sprache)
SeiG = (V, %, P, S) eine Grammatik und seien 5 € (V U X)*:

1. § heil3t ausy direkt ableitbaywenn zwei Wortety, v € (V' U X)* und eine Produktion
o/ — [ € P existieren, so daR = ya/7’ undg = 3’7/ qilt.

Wir schreiben danix = 3. Den IndexG lassen wir auch weg, wenn er aus dem Kontext
hervorgeht.

B heilRt ausy ableitbar wenna =¢, 3 gilt. Dabei ist=-7, die transitiv-reflexive Hille von
=a-

2. o heiltSatzformvon G, wennS =, a gilt.

3. w heildtSatzvon G, wennw eine Satzform vo&' ist und wenn giltw € >*.

Die Menge aller Satze vofi heif3t die vonG' erzeugte Sprachend wird mit L(G) be-
zeichnet (d.hL(G) = {w € | S =§ w}).

Bemerkung: Die Ableitung eines Satzes kann auch als Graph dargestellt werden. Fur kon-
textfreie Grammatiken (d.h. fur Grammatiken mitC V' x (V' U X)*) laf3t sich die Ableitung
sogar als Baum darstellen (siehe Abschhi).

3.5 Konventionen

Im folgenden werden wir (soweit wie mdglich) die Bezeichner in einer einheitlichen Weise
benutzten. Dies erlaubt es uns, aus dem Bezeichner auf den , Typ“ der bezeichneten Objekte zu
schlieBen. Wir werden dann nach einer gewissen Eingewdhnungszeit auf die explizite Angabe
ihres Typs verzichten.



10

KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Y, A sowieX;, Y etc. bezeichnen ein Alphabet.
a,b,c,...sowiea;,a’ etc. bezeichnen ein Zeichen eines Alphabetes.
u,v,w,x,y, z Sowiew, w’ etc. bezeichnen ein Wort Giber einem Alphabet.

a, 3,y sowieq;, o/ etc. bezeichnen ein Wort Uber einem verallgemeinerten Alphabet (z.B.
die Satzformen einer Grammatik).

L,L;, L', ... bezeichnen eine Sprach Uber einem Alphabet.

A, B,C,X,Y, Z sowieA;, A’ etc. bezeichnen eine Variable einer Grammatik.

S sowieS;, S’ etc. bezeichnen die Startvariable einer Grammatik.

G sowieG;, G’ etc. bezeichnen eine Grammatik.

V sowieV;, V' etc. bezeichnet die Variablenmenge einer Grammatik.

P sowieP;, P’ etc. bezeichnen die Produktionsmenge (Regeln) einer Grammatik.

Diese Konventionen werden wir spater erweitern, wenn wir spater weitere Konzepte einfiihren. Leider
lassen sich dann Mehrdeutigkeiten nicht ganz vermeiden.
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Automaten und Formale Sprachen
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Kapitel 2

Reqgulare Sprachen

1 Endliche Automaten

1.1 Motivation

Beispiel 2.1
Charakterisierung der giltigen Bezeichner einer Programmiersprache durch endliche Automa-

ten:

H@/’”\./)Q oder @ orerr? @Da ..... 20,9

\/(N

Abbildung 2.1. Zwei verschiedene Darstellungen eines Automaten fur das Erkennen von Bezeichnern.

Beispiel 2.2
Charakterisierung aller Worter Ubgw, 1}, die mit mindestens drei Einsern endet. Diese Menge
wird durch den folgenden Automaten beschrieben bzw. von ihm akzeptiert:

Abbildung 2.2. Ein deterministischer Automat fir Worter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Fur manche Sprachen ist der entsprechende deterministische Automat sehr grof3. Oft sind nicht-
deterministischen Automaten kleiner, tbersichtlicher und einfacher zu konstruieren. Der nicht-
deterministische Automat fur die obige Sprache ist in Abbildargpargestellt.

13
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— —
)
0,1

Abbildung 2.3. Ein nicht-deterministischer Automat fir Woérter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Bemerkungen:

- Ein nicht-deterministischer Automat ist oft einfacher und Ubersichtlicher als der entspre-
chende deterministische Automat.

- Ein nicht-deterministischer Automat ist oft einfacher zu konstruieren (aus anderen Repra-
sentationen bzw. aus einer informellen Beschreibung der Sprache) als ein entsprechender
deterministischer Automat.

- Zum Erkennen einer Sprache ist ein deterministischer Automat besser geeignet.

- Manche Operationen auf Sprachen lassen sich einfacher mit deterministischen Auto-
maten durchfiihren (beispielsweise die Konstruktion eines Automaten fur das Komple-
ment einer Sprache); andere Operationen auf Sprachen lassen sich einfacher mit nicht-
deterministischen Automaten durchfiihren (beispielsweise die Konstruktionen eines Au-
tomaten, der die Vereinigung zweier Sprachen akzeptiert).

Deshalb sind beide Varianten sinnvoll. Besonders schon ist es, wenn man fir jeden nicht-
deterministischen Automateifektiv einen entsprechenden deterministischen Automaten kon-
struieren kann. Wir werden sehen, daR diese Uberfuihrung fir endliche Automaten immer ef-
fektiv moglich ist. Fir andere Automatentypen ist dies nicht immer mdglich; beispielsweise
kann nicht jeder nicht-deterministische Kellerautomat in einen entsprechenden deterministi-
schen Kellerautomaten tberfiihrt werden (vgl. Kagtélbschnitt2)

1.2 Verschiedene Definitionen endlicher Automaten

Wir beginnen mit der allgemeinsten Variante der endlichen Automaten und schranken diese dann immer
weiter ein. Aller weiteren Varianten sind also Spezialfalle.

Definition 2.1 (Endlicher Automat (EA))
Ein endlicher AutomafEA) A Uber einem Alphabet besteht aus

- einer endlichen Meng@ vonZustanden

einer Menge voistartzustandeh mit I C @,

einer endlichen Menge vatustandsibergangenc @ x >* x @ und

- einer Menge votEndzustande’ mit £ C Q.

1 Effektiv bedeutet dabei, daR es ein automatisches Verfahren zur Uberfilhrung eines nicht-deterministischen
Automaten in einen deterministischen gibt. Noch schéner ist es, wenn das Verfahren effizient durchgefuhrt werden
kann (Achtung: effektiv£ effizient).
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Wir schreibend = (@, %, 6,1, F'). Die einzelnen Elemente eines Automaten stellen wir gra-
phisch wie folgt dar:

@ Ein Zustand *) Ein Startzustand
Ein Endzustand (37)%(@) Ein Zustandsibergang

Bemerkung:

- Oft wird ¢ als Abbildung formalisiert. Dies ist schon bei nicht-deterministischen Auto-
maten unschoén; bei unserer noch etwas allgemeineren Variante (wir erlauben Worter an
den Kanten) sehr unzweckmaflig. Deshalb formalisierern ais Relation (das Konzept
ist aber in beiden Fallen dasselbe).

- Beiuns sind alle weiteren Varianten Spezialfalle der obigen Definition. Deshalb haben wir
auf das Attribut ,,nicht-deterministisch” zun&chst verzichtet. In der Literatur wird unsere
Variante aber oft alsicht-deterministischer endlicher Autom®&EA) eingefihrt.

- Ein Wort w wird von einem Automaterrkannt(gehort zur akzeptierten Sprache des
Automaten), wenn es im Automaten einen Pfad> ¢1 =3 ¢» ... ¢o_1 =2 ¢, vONn einem
Startzustang, € I zu einem Endzustang, € F mit w = wyws . .. w, gibt.

- Der gleiche Zustand kann auf dem Pfad mehrmals vorkommen.
- Der Pfad kann die Lange 0 haben (d¢g.= ¢,, € I N F); dann giltw = ¢.

Fir eine Zustandstibergangsrelation @ x >* x ) definieren wir die Relatio* C QxX*xQ
als die kleinste Relation mit:

-0 Co*
- furalleqg € Q gilt (¢,¢,q) € §*

- furallep, q,r € Qundu,v € ¥* mit (p,u,q) € §* und(q,v,r) € 6* giltauch(p, uv,r) €
0.
Alternativ dazu kénnen wif* tiber die Hilfsrelationerd?. Die §° sind induktiv wie folgt definiert:
- 8 ={(¢,5,9) g € Q},
- 8t =4,
- 0 = {(p,uv,r) | (p,u,q) €9, (q,v,7) €'}
Damit 1aRt sich dan* wie folgt definiered* = J 6°.

i€EN

In Abbildung2.4ist die Idee dieser Definition nochmals graphisch dargestellt.
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OO

Abbildung 2.4. Graphische Darstellung der Definition véh

Definition 2.2 (Akzeptierte Sprache) SeiA = (Q, %, 6, I, F') ein endlicher Automat. Die von
A akzeptierte Sprachk(A) ist definiert durch:

L(A)={weX|Ipel,ge F:(pw,q) €5}

L(A) heift auch did_eistungvon A. Furw € L(A) sagen wir auch, daf von A akzeptiertoder
erkanntwird.

Beispiel 2.3
Die akzeptierte Sprache der beiden endlichen Automaten aus Beéispigt: {w111 |w € ¥*}

Definition 2.3 (Spezialfalle endlicher Automaten)
Ein endlicher Automatl = (@, ¥, 9, I, F') heil3t:

1. Automatmit (genau) einem Startzustgngenn gilt| /| = 1; er heif3t

2. alphabetischwenn giltd C @ x (X U {e}) x @Q; er heil3t

3. buchstabierendvenn gilté C @ x X x Q; er heil3t

4. deterministiscHDEA), wenn er buchstabierend ist, genau einen Startzustand besitzt und
fur alle p,q,r € Q und allea € ¥ mit (p,a,q) € 6 und(p,a,r) € 6 gilt ¢ = r; der

Automat heif3t

5. vollstandig wenn fur jede® € @ und jedes: € X eing € @ mit (p, a, q) € § existiert.

Bemerkungen: Die Spezialfalle der Automaten schranken im wesentlich die Zustandsuber-
gangsrelation ein. Einige Eigenschaften Ubertragen sich&uizw. implizieren Eigenschaften
vono*:

1. Wenn A alphabetisch ist, dann gilt: fiip, w, r) € §* und jede Zerlegung, v vonw (d.h.
uv = w) gibt es eing € @ mit (p,u, q) € 6* und ein(q, v, r) € §*

2. Wenn A deterministisch ist, dann gilt fur all@, w, ¢) € 6* und alle(p, w,r) € §* auch
q=r.

3. Wenn A vollstandig und deterministisch ist, dann existiert fur jedes ) und jedes
w € Y genau einr € Q mit (¢, w,r) € 6*.
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a 4 N
Endliche Automaten

mit einem
Startzustand

alphabetisch

buchstabierend

Y

deterministisch
deterministisch &
vollstandig Y

. .

Abbildung 2.5. Syntaktische Inklusionsbeziehungen zwischen den Spezialfallen.

Bemerkungen:

1. Abbildung2.5gibt eine Ubersicht (iber die verschiedenen Spezialfalle endlicher Automa-
ten. Die Abbildung zeigt, die Inklusionsbeziehungen, die sich aufgrund der syntaktischen
Einschrankungen ergeben.

2. Fur einen Automaten mit (genau) einem Startzustandg () schreiben wir auchl =
(Qa Ea 57 qo, F) anstelle vorA = (Qa Ea 57 {QO}v F)

3. Endliche Automaten ohne Einschrankungen oder mit den Einschrénkungen 1 - 3 aus De-
finition 2.3werden auchicht-deterministische endliche Automaf&tA) genannt.

Achtung: Hier gibt es einen kleinen sprachlichen Stolperstein: Die Menge aller Automaten
nennen wir auch nicht-deterministische Automaten. Wenn wir das Komplement der Menge der
deterministischen Automaten meinen, nennen wir sie nicht deterministische Automaten. Nicht-
deterministische Automaten kénnen dagegen deterministisch sein!

Den Bindestrich Gbersieht man leicht; héren kann man ihn ohnehin nicht. In der Praxis ist
dies aber selten ein Problem, da es sich meist aus dem Kontext ergibt, ob wir Uber die nicht-
deterministischen Automaten (also die Menge aller endlichen Automaten) oder die nicht deter-
ministischen (also die Menge aller endlichen Automaten ohne die deterministischen Automaten)
reden.

4. Alphabetische Automaten kdnnen, im Gegensatz zu den buchstabierenden Automaten,
sogenannte-Ubergangeenthaltenp = ¢.

5. Bei deterministischen Automaten witdmeist als partielle Abbildung : @ x ¥ — @
aufgefal3t; bei vollstandigen deterministischen Automate igp x > — () eine totale
Abbildung. Wir sprechen dann auch von einer partiellen bzw. totalmrgangsfunktion

In manchen Lehrblchern wird die Vollstandigkeit bereits in der Definition des deterministischen
Automaten verlangt. Da die Vollstandigkeit und der Determinismus zwei unabhangige Konzepte
sind, haben wir sie separat formalisiert.
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Konventionen Hier ergdnzen wir unsere Konventionen zur Benutzung von Bezeichnern.

- A, A;, A etc. bezeichnen einen Automaten

- p,q,r Sowieg;, ¢’ etc. bezeichnen den Zustand eines Automaten.

qo bezeichnet den Startzustand eines Automaten (mit genau einem Startzustand.

- 9,0;,0" bezeichnen die Zustandstibergangsrelation eines Automaten.

I bezeichnet die Menge der Startzustéande eines Automaten.

F bezeichnet die Menge der Endzustande eines Automaten.

1.3 Aguivalenz der verschiedenen Automatentypen

Wir werden sehen, dal3 sich die Sprachen, die sich mit den verschiedenen Spezialfallen von Au-
tomaten erkennen lassen, nicht unterscheiden. Semantisch sind die verschiedenen Spezialfalle
von Automaten also alle aquivalent zueinander.

Definition 2.4 (Aquivalenz endlicher Automaten)
Zwei Automaten heil3giguivalentwenn sie dieselbe Sprache akzeptieren.

Satz 2.5 Zu jedem endlichen Automaten gibt es effektiv einen aquivalenten endlichen Automa-
ten, der deterministisch und vollstandig ist.

Die effektive Existenz bedeutet, dall man den aquivalenten deterministischen und vollstéandigen endli-
chen Automaten automatisch konstruieren kann. Die Konstruktion werden wir im Beweis kennenlernen.

Beweis:Der Beweis ist relativ lang und enthalt verschiedene Konstruktionen, die auch einzeln
von Interesse sind. Deshalb geben wir zunéachst einen Uberblick (iber die verschiedenen Kon-
struktionsschritte, die dann im Detail ausgefuhrt werden:

1. Schritt: Endlicher Automat~ Automat mit genau einem Startzustand.

2. Schritt: Automat mit einem Startzustand- alphabetischer Automat mit einem Startzu-
stand.

3. Schritt (e-Elimination): Alphabetischer Automat mit einem Startzustanduchstabieren-
der Automat mit einem Startzustand.

4. Schritt (Potenzautomatenkonstruktion): Buchstabierender Automaten mit einem Startzu-
stand~~ vollstédndiger und deterministischer endlicher Automat.
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A A’
() )=
\“% A %g%
5 ~@

o

B A/ = (QU{QO},EaélaqmF)
A—(Q72757[’F) mlt(5’=5U{(QO,5ap)’p€[}

Abbildung 2.6. Schritt 1: Konstruktion eines aquivalenten Automaten mit genau einem Startzustand.

Schritt 1. Erzeuge aus einem endlichen Automaten (mit mehreren Startzustanden) einen end-
lichen Automaten mit genau einem Startzustand.
Idee: Flige einen neuen Startzustapdzum Automaten hinzu, von dem jeweils einetlber-
gang vory, zu jedem bisherigen Startzustand fuhrt. Wéhlels einzigen Startzustand.
Diese Konstruktion ist in Abk2.6 graphisch dargestellt und mathematisch formalisiert. Offen-
sichtlich gilt L(A) = L(A’).
Entsprechend koénnten wir einen &quivalenten Automaten mit genau einem Startzustand und genau
einem Endzustand konstruieren. Da die noch spezielleren Automaten jedoch im allgemeinen mehr als

einen Endzustand besitzen missen, verzichten wir darauf, diese Konstruktion zu formalisieren. Denn bei
den weiteren Konstruktionen werden wir wieder zusatzliche Endzustande einflhren (z.B. in Schritt 3).

Schritt 2:  Erzeuge aus einem endlichen Automaten mit genau einem Startzustand einen al-
phabetischen endlichen Automaten mit genau einem Startzustand.

Idee: Teile einen Ubergang mit einem Wart = a,as, . . . a, mit n > 1 in mehrere Ubergange

mit jeweils nur einem Zeichen auf. Dazu missen neue Zwischenzustande eingefiihrt werden.
Die Konstruktion ist in Abb2.7 graphisch dargestellt.

A A
@ a1G2...an @ ~ @&g_‘) e @ In
n>1 wobeipi,...,pp—1 € Q

neue Zustande sind

Abbildung 2.7. Konstruktion eines aquivalenten alphabetischen Automaten.

Schritt 3 (e-Elimination): Erzeuge aus einem alphabetischen endlichen Automaten mit ge-
nau einem Startzustand einen buchstabierenden endlichen Automaten mit genau einem Startzu-
stand.

2 Zun&chst verstehen wir darunter nur endliche Automaten; wir werden den Bezeithedwoch spater auch
fir andere Automaten benutzten.
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Idee: Wir I6schen dies-Ubergange. Wir miissen jedoch sicherstellen, daf? sich dabei die akzep-
tierte Sprache des Automaten nicht andert. Deshalb fligen wir im Schritt a. neue Kanten hinzu
und im Schritt b. zeichnen wir einige neue Endzustande aus. Erstim Schritt c. I[6schen wir dann
die e-Ubergange. Diese drei Schritte sind in ABIB graphisch dargestellt:

Schritt a. Fir jede Kette vorr-Ubergangen vop nachr gefolgt von einenu-Ubergang nach
q fuigen wir einem-Ubergang direkt vop nachg hinzu.

Schritt b. Falls vonp eine Kette vore-Ubergangen zu einem Endzustanfiinrt, wird auchp
ein Endzustand.

Schritt ¢. Léschen dee-Ubergange.
Die Schritte a. und b. kdnnen hierbei beliebig gemischt werden. Schritt c., d.h. das Entfernen der
e-Ubergange, darf jedoch erst durchgefiihrt werden, wenn durch Schritt a. und b. keine neuen
Kanten bzw. Endzustédnde mehr hinzugefiigt werden kénnen.

a. Einfugen eines-Ubergangs firr eine. . . ca-Kette:

4

3 £ 3 ) 3 a
— —_— —_— e > — —>|
W

b. Auszeichnung eines weiteren Endzustandes, wennceifedte zu einem Endzustand

existiert:

4

€ € € € &€

c. Loschen det-Ubergange:

® @

Abbildung 2.8. Konstruktion eines buchstabierenden Automaten aus einem alphabetischen Automaten.
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Durch diese Transformation wird aus einem Automatea (Q, %, 6, I, F') ein AutomatA’ =
(Q,%,8, 1, F') erzeugt mit:

&' =(0U{(p,a,q)|(per)€d (raq) €})\(Qx{e} xQ)
SchTitt a. SchTitt C.
Fr=FU{peQ|(peq €d, qgel}
Schritt b,

Schritt 4 (Potenzautomatenkonstruktion): Erzeuge aus einem endlichen nicht-determinis-
tischen Automaten mit einem Startzustand einen endlichen deterministischen Automaten.
Idee (Potenzautomgt Wir verfolgen alle Wege im endlichen buchstabierenden Automaten
gleichzeitig, dabei merken wir uns alle Zusténde, in denen sich der Automat befinden konn-
te.

Beispiel
Als Beispiel dazu betrachten wir den buchstabierenden Automaten aug Alder die Sprache
aller Worter akzeptiert, die mit mind. drei Einsern enden.

@1@1@1

0,1

Abbildung 2.9. Ein buchstabierender Automat fiir Wérter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Nun betrachten wir das Wout = 110111 und simulieren den Automaten:

initial : {qo}
1:{q,q} Ubergang vory, mit 1 nachg, oderg, moglich.
1:4{qo,q1,9} Ubergang vom, mit 1 nachg, oderg; moglich. Uber-

gang vory; mit 1 nachg, moéglich.
0:{q} Einen Ubergang mi0 gibt es nur vong,; der fihrt
wieder nachy.

—_

A, a1}

Hao, @1, @2} .
‘{90, %1,92,93} Automat kann sich (bei geeigneter Auswahl der Alter-

nativen) im Endzustang; befinden; das Wori wird

also akzeptiert.
Die Simulation aller mdglichen erreichbaren Zustande fur jedes beliebige Eingahekont
nen wir nun ein fir alle mal durchfiihren: Abb.10zeigt den entsprechenden Automaten.

—_ =

Formal laf3t sich die Potenzautomatenkonstruktion wie folgt beschreiben: Fir einen buchsta-
bierenden Automated = (Q, %, 6, qo, ') definieren wird’ = (29,3, {ao}, F’), wobei

2¢ = {P C Q} die Potenzmenge vag ist, d.h. die Menge aller Teilmengen veh

Die Potenzmenga® vonQ ist zwar sehr groR; sie ist aber endlich. Alsad$auch ein endlicher
Automat.

Achtung: Die BezeichneP und R bezeichnen im folgenden Teilmengen ¥gnd.h. Zustdnde des
Potenzautomaten.
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{QO} = ! {Qm Q1} —L {C]oa qi1, QQ} —> {Qm q1, 42, C]3}

SN )
0 1

0

Abbildung 2.10. Ein deterministischer Automat fr Woérter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Die Ubergangsrelatiot’ wird wie folgt definiert:(P,a, R) € ' gdw. R = {r € Q|3p € P :
(p,a,r) € 0)}; die MengeR ist also die Menge aller Zustéandedie von irgendeinem Zustand
p € P aus mit einenu-Ubergang erreichbar sind.

Die Menge der Endzustande vofi ist definiert durch:F” = {P C Q|P N F # @}; d.h.
diejenigen Teilmengen vof, die mind. einen Endzustand enthalten.

Offensichtlich istA’ deterministisch (furP unda ist R eindeutig definiert) und vollstandig.
AuBerdem gilt({¢qo}, w, P) € & gdw. P = {p € Q| (g, w,p) € 6*} (Beweis durch Indukti-
on). Damit gilt dann offensichtlicti.(A) = L(A’).

Insgesamt haben wir also in vier Schritten aus einem beliebigen endlichen Automaten effek-
tiv einen aquivalenten deterministischen und vollstdndigen Automaten konstruiert.

Achtung: Wir haben nirgends explizit dafiir gesorgt, dal3 der resultierende Automat vollstandig ist. Dies
ist aber ein Nebeneffekt der Potenzautomatenkonstruktion. Denn fir jede Teilengg und jedes
Zeichena € X gibt es einkR C Q mit (P,a, R) € §’. Wenn es von keineme P einena-Ubergang

gibt, dann giltR = @ (vgl. Definition vony’).

Bemerkungen:

- Im allgemeinen hat der Potenzautomat (wie wir ihn formal definiert haben) auch Zustan-
de, die nicht vom Startzustand aus erreichbar sind (das kdnnen sehr viele sein). Deshalb
wird der Potenzautomat in der Praxis ausgehend vom Startzustand konstruiert und es
werden nur solche Zustande erzeugt, die vom Startzustand aus erreichbar sind.

- Wenn eine Sprache von einem endlichen Automaten akzeptiert wird, dann kdnnen wir im
folgenden ,,ohne Beschrankung der Allgemeinheit* (0.B.d.A) davon ausgehen, dass sie
von einem deterministischen und vollstandigen endlichen Automaten akzeptiert wird.

1.4 Einfache Abschlul3eigenschaften

Frage: Welche Operationen auf von endlichen Automaten erkannten Sprachen liefern wieder
eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache ?

Satz 2.6 (Abschlufd untem, U, =, o und *) Seienl; und L, zwei Sprachen, die von einem
endlichen Automaten akzeptiert werden. Dann werden die Sprachen
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1. L1 U Lo,
2. LiN Lo,
3. Ly (d.h.L; =%*\ L))
4, L, o Lyund
5. Lt
ebenfalls von einem endlichen Automaten akzeptiert.

Die Existenz dieser Automaten ist effektiv! D.h. wir kbnnen aus den Automatén fiind L, jeweils
auch einen Automaten konstruiert, der die oben genannten Sprachen akzeptiert.

Beweis:Hier werden wir nur 1. und 4. beweisen, die anderen Beweise werden wir in der Ubung
fuhren. Fur die Beweise von 2., 3. und 5. geben wir nach dem Beweis ein paar Hinweise.

L1 U L2 :

SeiA; = (Q1,%, 01, I1, Fy) ein endlicher Automat mif.; = L(A;) und Ay = (@2, %, 09, I,
F,) ein endlicher Automat mit., = L(A,). Ohne Beschréankung der Allgemeinheit @i N
Q2 = @. Wir definieren:

A= (1 UQ, X, 6 Ubs, [y ULy, Fy UF)
Q

Offensichtlich gibt es fiir jedes € ¥* genau dann eip € 7 und eing € F' mit (p, w, q) € 6",
wennp; € I; und eing; € Fy mit (p1,w,q) € ] existieren oder wenp, € I, undgs € F;
mit (pa, w, q2) € 63 existieren. Also giltL(A) = L(A;) U L(A,).

Ll @) L2 .
SeienA; und A, wie oben definiert. Wir definieren:

)

A= UQo, X, 01U (Fy x{e} x I)Udy, I , F
@U@ § U x () x k) Uy Iy Iy
Q )

Dann giltL(A) = L(A;) o L(As).

Redaktioneller Hinweis: Zu den Konstruktionen im Beweis sollten noch die entsprechenden Graphiken
hinzugefiigt werden.
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Hinweise: Zur Konstruktion der Automaten fir die anderen Operationen geben wir hier die
wesentlichen ldeen an:

3. — deterministischer und vollstandiger endlicher Automat.
2. — Verwendung von 1 und 3 (und de Morgan).

5. — Ahnlich wie 4., aber nicht vergessen!

Weitere Operationen auf Sprachen werden wir spater noch untersuchen:
- Homomorphismen
- inverse Homomorphismen
- Substitution
- Quotient

- Spiegelung

2 Regulare Ausdricke

Motivation: In Abschnitt1.4 haben wir bereits gesehen, dass die von endlichen Automaten
akzeptierten Sprachen unter den sogenanrggularen Operationermbgeschlossen sind. In
diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zu der Sprachklasse, die sich Uber diese
Operationen definieren lassen, degularen Spracherherstellen. Es wird sich herausstellen,

dal dies genau die Sprachklasse ist, die von endlichen Automaten akzeptiert wird.

2.1 Syntax und Semantik

Hier definieren wir die Syntax und die Semantik der regularen Ausdriicke. In dieser Defini-
tion halten wirSyntaxund Semantikder Ausdriicke noch deutlich auseinander. Spater, wenn
wir uns dieses Unterschieds bewul3t sind, werden wir diese Unterscheidung nicht mehr so klar
vornehmen.

Definition 2.7 (Regulére Ausdriicke und Sprachen)
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Die Menge deregularen Ausdriickéber einem Alphabet ist induktiv definiert durch:

)

1. o ist ein regularer Ausdruck.

2. e ist ein regularer Ausdruck.
¢ kdnnten wir uns auch sparen, da (semantisch){gijt = @*.

3. Fir a € X ista ein regularer Ausdruck.

) : i} iy : Syntax !
4. Fur zwei regulére Ausdriickeund s sind

- (r+s),
- (rs) und
)

regulare Ausdrticke.

J

Um die Lesbarkeit von regularen Ausdriicken zu erhdhen, geben wir der Operaioa hthere Prio-
ritét als o; der Operationo geben wir eine héhere Prioritét als. Dadurch vermeiden wir unlesbare
.Klammergebirge“. Beispielsweise steht dann+ bed* fir (a + (b(c(d*)))).

Die Semantik (Bedeutune)nes regularen Ausdrucks ist eine Sprache tbebDie durch einen
regularen Ausdruck bezeichnete Spraidténduktiv definiert durch

1. @ bezeichnet die leere Sprache
2. ¢ bezeichnet die Sprache}
3. a bezeichnet die SpracHe }

4. Bezeichnem die Sprache’? und s die Sprache5, dann bezeich- } Semantik!

nen :
(r+s) dieSprache RU S

(rs)  die Sprache FRo S
(r*)  die Sprache R~
R , ——

Syntax Semantik

/

Eine Sprache heif3egular wenn sie durch einen regularen Ausdruck bezeichnet wird.

2.2 Satz von Kleene

Nun kommen wir zum zentralen Satz tUber den Zusammenhang zwischen den regularen Spra-
chen und den von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen: Sie sind gleich.
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Das ist auch der Grund daftir, daf3 wir den ,von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen” keinen
eigenen Namen gegeben haben.

Satz 2.8 (Satz von Kleene)

Eine Sprache ist genau dann regulér, wenn sie von einem endlichen Automaten akzeptiert wird.

Beweis:Wir beweisen die beiden Richtungen der Genau-dann-wenn-Beziehung einzeln:

»=" Wir beweisen induktiv tiber den Aufbau der regularen Ausdriicke, dass jede Sprache, die
von einem reguléren Ausdruck bezeichnet wird, auch von einem endlichen Automaten akzep-
tiert wird:

@: 7 (®) =T @ (W @
Zur Konstruktion der Automaten fur die regularen Operatoren wenden wir der? Saa:

- (r+s) GemaR Sat2.6.1 kdnnen wir aus den Automaten fRrund S, die gemaf Induk-
tionsvoraussetzung existieren, den Automaterrflr .S konstruieren.

- (rs) Analog mit Sat2.6.4.
- (r*) Analog mit Sat2.6.5.

»<=": Hier skizzieren wir nur die ldee: Wir konvertieren den Automaten in einen Automaten
mit genau einem Startzustangund einem Endzustang (vergleiche Anmerkung zu Schritt 1

im Beweis von Sat2.5).

Diesen Automaten utberfihren wir nun schrittweise in eimerallgemeinerten Automatean
dessen Kanten reguléare Ausdriicke stehen. Dabei eliminieren wir schrittweise jeden Zustand
q,---,qn—1 (also jeden Zustand aulRer dem Start- und dem Endzustand) wie in AbbitdLihg
dargestellt. Dabei wird sichergestellt, daR alle Worter, die bei Ubergangen zwischen den ver-
bleibenden Zustéanden urspringlich moéglich waren auch, weiterhin reprasentiert sind.

O——0O
—>|

> r2r§><7n§ rs

e @
Q r2r3Ts+Te

Abbildung 2.11. Elimination des Zustandes.

Achtung: Beider Elimination vony; miussen alle Pfade tberbericksichtigt werden; insbe-
sondere mussen Schlingen wie in ABbl2dargestellt berticksichtigt werden.

Am Ende erhalten wir einen verallgemeinerten Automaten mit einer Kantg,woachg,,, die
mit einem reguléaren Ausdruck beschriftet ist (vgl. ABbL3). Dies ist der reguléare Ausdruck,
der die vom endlichen Automaten akzeptierte Sprache bezeichnet.

Achtung: Es gibt noch einige Feinheiten, die wir in den Ubungen noch genauer betrachten. Beispiels-
weise mussen zwischendurch verschiedene Kanten zwischen denselben Zustdnden zusammengefaflit
werden; es kann auch der Fall eintreten, daf3 es am Ende keine Kantg machg, gibt (was dann?).

0
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T4 T3 r1r§r2+7"4
1 (Y
— - 0
—0 0
Abbildung 2.12. Ein Sonderfall (eine Schlinge zwischenundg;).

Tw——@®

Abbildung 2.13. Der verallgemeinerte Automat am Ende des Eliminationsprozesses.

Bemerkung: Es gibtauch andere Konstruktionen, die dem Warshall-Algorithmus &hneln (sie-
he Info IV - Skript oder Ubungsblatt 6, Aufgabe 2).

4 I 4
) Satz 2.8 (<)
Endliche Automaten - regulére

(NEA) - Ausdricke
Satz 2.8 (=)

Satz 2.5 W Inklusion
v

Deterministische
endliche Automaten
(DEA)
. J

Abbildung 2.14. Uberblick tiber die verschiedenen Reprasentationsmdglichkeiten regularer Sprachen.

Uberblick Insgesamt ergibt sich daraus folgendes Bild fiir die verschiedenen Reprasentation
regulérer Sprachen (vgl. AbB.14):

- Wir kennen nun drei verschiedene Notationen, um reguldre Sprachen syntaktisch zu re-
prasentieren (spater werden wir sogar noch mehr kennenlernen).

- Die Reprasentationen sind effektiv aquivalent, d.h. sie kbnnen mechanisch in eine jeweils
andere Reprasentation Uberfuhrt werden. Das wiederum heif3t, daf3

- alle Fragen an regulare Sprachen (im Prinzip) in einer einzigen Représentation be-
antwortet werden kdnnen.

- In der Praxis wahlt man sich jeweils die geeigneteste Repréasentation. Will man bei-
spielsweise den Abschluf3 unter dem Komplement zeigen, wahlt man den DEA als
Reprasentation. Will man hingegen den Abschlul3 bezlglich-@gserators zeigen,
so wahlt man einen NEA (oder direkt die regularen Ausdriicke, da dort gar nichts
zu zeigen ist, da eine regulare Operation ist.).
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Beispiel 2.4
Ein Beispiel zum Verfahren aus S&z#:

w@

/,,\@ ca*e @ @

Q

T qO a*b*e Q

ea*e

Zusammenfassen von Kanten zwischen den gleichen Knoten.

S}

(D
*b*‘i‘ *
@)
a*b* 4+ o kdnnte man auch za*b* vereinfachen (einem Rechner mif3te man das aber mihsam ,bei-

bringen®).

/&@ (a*b*+a*)a*e

(a*b* + a*)a*e kdnnte man za*b*a* vereinfachen.

Definition 2.9 (Aquivalenz reguléarer Ausdriicke) Zwei regulare Ausdriicke heiRaquivalent
wenn sie dieselbe Sprache bezeichnen.

Spater werden wir ein Entscheidungsverfahren fur die Aquivalenz zweier endlicher Automa-
ten kennenlernen. Dann kénnen wir die Aquivalenz reguldrer Ausdriicke darauf zuruickfihren.
Davor beschaftigen wir uns aber mit dem Ausrechnen von Aquivalenzen (Absel@hitt

Folgerung 2.10 Seien unds zwei reguléare Ausdrtcke, die die Sprachiébzw.S bezeichnen.
Dann existieren effektiv zwei reguldre Ausdriicke, die die SpraBhaemd R N S bezeichnen.

Beweis:Satz2.8und Sat2.6.2/3. O
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2.3 Rechnen mit regularen Ausdriicken

Ein kleiner Ausflug in die “Semantik” bzw. “Logik”.

Obwohl man die Aquivalenz regularer Ausdriicke auf die Aquivalenz von Automaten zuriick-
fiihren kann, bietet es sich an, die Aquivalenz reguléarer Ausdriicke “auszurechnen”. Hier lernen
wir die Rechenregeln dazu kennen. Diese Rechenregeln reichen aus, um alle Aquivalenzen zu
beweisen (Vollstandigkeit). Dies werden wir jedoch nicht beweisen.

Leerworteigenschaft: Zuvor fuhren wir noch einen Hilfsbegriff ein: Die Menge der regularen
Ausdriicke, die dié.eerworteigenschaft (LWEXfullen, ist induktiv definiert durch:

¢ erfullt die Leerworteigenschatft

(r + s) erfullt die Leerworteigenschaft, wenroders die Leerworteigenschaft erfullen.

(rs) erfullt die Leerworteigenschaft, wenrund s die Leerworteigenschaft erfullen.

(r*) erfillt die Leerworteigenschatft.

Die Idee hinter der Definition der Leerworteigenschaft ist, dass die von einem regularen Ausdruck
bezeichnete Sprache genau dann das leere Wort enthélt, wenn der regulare Ausdruck die Leerwortei-
genschaft besitzt.

2.3.1 Axiome

Wir fuhren nun die Axiome und danach die Rechenregeln fir regulare Ausdriicke ein. Die
Axiome (1)—(9) sind die Axiome nach Salomaa und Urponen. Allerdings kommt bei Salomaa
und Urponerz nicht als reguléarer Ausdruck vor. Aus diesem Grund definieren wir in Axiom

die Bedeutung voa explizit. Die Axiome(0')—(0"") sind Axiome, die uns das Rechnen etwas

zu vereinfachen; diese Axiome braucht man aber nicht, um die Vollstandigkeit der Rechenregeln
zu beweisen:

(0) e = o*

(0) ro=r

(07) r+@ = r

(0") r+r = r

(1) (r+s)+t = r+(s+1)
(2) (rs)t = r(st)
(3) r+s = s+r
(4) r(s+t) = rs+rt
(5) (r+s)t = rt+st
(6) re = r

(7) rg = o

(8) = rr*+e
(9) r* = (r4+e¢)
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2.3.2 Rechenregeln

Zunéchst die tblichen (aus der Schule bekannten) Rechenregeln:

Kongruenz: Wennr = s gilt, kann in einem Ausdruck; ein Vorkommen von- durchs
ersetzt werden. Fir den resultierenden Ausdmyaiilt dannt; = t,. Diese Regel wird
auchSubstitutionsregegenannt.

Symmetrie: Wennr = s gilt, dann gilt auchs = r.
Transitivitat: Wennr = s unds = ¢ gilt, dann auchr = ¢.

Nun eine etwas untblichere Regel, die speziell auf regulére Ausdricke zugeschnitten ist:

GleichungsauflosungWenn die Gleichung = sr + ¢ gilt und s die Leerworteigenschaft
nichterfllt, dann gilt auch die Gleichung= s*t.

Offensichtlich sind alle Axiome und alle Regeln bis auf die Gleichungsauflosung korrekt. Die Glei-
chungsauflésungsregel ist natirlich auch korrekt. Das werden wir uns in der Ubung (Blatt 3, Aufga-
be 4) genauer ansehen. Die NebenbedingungsdA& LWE nicht erflllt, garantiert, daf3 die Gleichung

r = sr + t genau eine Losung firhat: » = s*t. Dallr = s*t eine LOsung ist, sieht man leicht durch
Einsetzen; daR sie eindeutig ist (wendie LWE erfullt), mu® man sich noch Uberlegen.

Beispiel 2.5
Als ein Beispiel fur das Rechnen mit reguléren Ausdriicken beweisen wir die Glei¢hung
b)* = a*(a+b)*:

(1) (a+0)* = (a+d)(a+b)*+e Axiom (8)

(2) a+a = a Axiom (0™)
(3) ((a+a)+b)(a+b)*+e = (a+b)(a+b)*+e Kongr. mit (2)
(4) (a+b)a+b)*+e = ((a+a)+b)(a+b)*+e Sym. mit (3)
(5) (a+a)+b = a+(a+b) Axiom (1)

(6) ((a+a)+b)a+b)*+e = (a+(a+b)(a+b)*+¢ Kongr. mit (5)
(7) (a+(a+b)(a+b)* = ala+b)*+ (a+0b)(a+b)* Axiom (5)

(8) (a+(a+Db)(a+b)*+ec = (ala+b)*+ (a+b)(a+b)*)+¢e Kongr. mit(2)
(9) (a+b)* = ((a+a)+d)(a+b)*+e¢ Trans. (1,4)
(10) (a+b)* = (a+(a+b)(a+b)*+¢ Trans. (9,6)
(11) (a+b)* = (ala+b)*+ (a+0b)(a+b)*)+e Trans. (10,8)
(12) (ala+b)*+(a+b)(a+bd)*)+e = ala+d)*+ ((a+b)(a+b)*+¢e) Axiom (1)
(13) (a+b)* = ala+bd)*+ ((a+0b)(a+b)*+¢) Trans. (11,12)
(14) (a+b)* = a*((a+d)(a+b)*+¢) Gleichungsaufl.
(15) a*(a+b)* = a*((a+b)(a+b)*+¢e) Kongr. mit (1)
(16) a*((a+0b)(a+b)*+¢e) = a*(a+b)* Sym. mit (15)
(17) (a+b)* = a*(a+b)* Trans.(14,16)

Man sieht, daf3 das Beweisen durch strikte Regelanwendung und unter ausschlief3licher Benut-
zung der Axiome sehr muhselig ist. Im Prinzip ist es aber maglich, fir zwei &quivalente reguléare
Ausdriicke die Aquivalenz uiber die Rechenregeln auszurechnen (das kénnen wir hier aber nicht
beweisen)!

In der Praxis, gibt man nur die Beweisidee an (und spart sich die lastigen technische Details).
Die Idee hinter obigem Beweis laf3t sich relativ knapp formulieren:
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(1) (a+d)" = (a+b)(at+b)”+

(10) = (a+(a+ b))(a + b)

(13) = ala+0b)* ((a+b (a+b) +¢)

(14) (a+b)* = a*((a+b)(a+b)*+¢) Gleichungsaufl.
(17) = a*(a +b)*

Frage: Liefern uns die Rechenregeln fir regulare Ausdriicke ein Verfahren, um die Aquiva-
lenz zweier Ausdriicke zu entscheiden?

Antwort:  Nein! Wir kbnnen zwar durch systematisches Durchprobieren aller Herleitungen
feststellen, wenn zwei Ausdricke aquivalent sind (wenn zwei regulare Ausdriicke aquivalent
sind, dann gibt es wegen der \ollstandigkeit der Rechenregeln eine Herleitung fir den Beweis).
Aber wenn die Ausdricke nicht aquivalent sind, dann wirden wir es nie erfahren (siehe Semi-
Entscheidbarkeit, Aufzéhlbarkeit).

Trotzdem ist das Rechnen mit reguléaren Ausdricken oft sinnvoll (zum Beispiel, um Ausdricke
zu vereinfachen).

Ein Entscheidungsverfahren fur die Aquivalenz zweier regularer Ausdriicke werden wir in Abéchnitt
kennen lernen.

3 Eigenschaften regularer Sprachen

In diesem Abschnitt betrachten wir ,Eigenschaften regularer Sprachen”. Diese Formulierung
larkt Raum flr veschiedene Interpretationen. Einerseits kdnnen damit Eigenschaften gemeint
sein, die jede reguléare Sprache besitzen muf3. Damit beschéaftigen wir uns in AbSchnitt
Andererseits kdnnen mit der Formulierung auch die Eigenschaften der gesamten Klasse aller
regularen Sprachen gemeint sein. Dazu gehoren die Abschluf3eigenschaften. Mit den Abschlul3-
eigenschaften reguléarer Sprachen werden wir uns in Absch@itteschaftigen.

3.1 Eigenschaften einer reguléaren Sprache

Motivation: Wie beweist man, dass eine bestimmte Sprache nicht regular ist? Indem man
nachweist, dass sie eine Eigenschaft nicht besitzt, die jede regulare Sprache besitzen muf3. Dazu
ist es naturlich hilfreich, Eigenschaften zu kennen, die jede regulare Sprache besitzen muf3.

Beispiel 2.6

Fur die Sprache der Worter, die genausovietewie b’'s enthalten, d.h. fur. = {w||w|, =

lwly} hat die Relation?;, einen unendlichen Index. Wir wissen aber (aus der Ubung, vgl. Blatt
2, Aufgabe 4), dass eine Sprache nur dann regular ist, wenn der Indgx;vendlich ist. Das
Ausrechnen des IndeR; einer Sprache ist jedoch etwas mihselig. Also Uberlegen wir uns
zunéachst eine praktikablere Eigenschatft.
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3.1.1 Pumping-Lemma (uvw-Theorem)

Wenn eine Sprachg regular ist, wird sie nach den Satzem und2.8von einem deterministi-
schen endlichen Automateh= (Q, X, 6, I, F') akzeptiert.

In der folgenden Argumentation reicht es eigentlich, einen buchstabierenden Automaten zu betrachten
— der Automat muf3 nicht deterministisch sein.

Sein = |@Q|. Wenn nunL ein Wort x mit || > n enthdlt, dann gibt es im Automatef

einen Pfad von einem Startzustgndu einem Endzustand auf dem mindestens ein Zustand
g mehrmals vorkommt wie dies in AbB.15dargestellt ist.

OO0

Abbildung 2.15. Pfad des Automaten fur ein Wartmit |z| > n.

Sei nung der erste Zustand, der auf dem Pfad doppelt vorkommt. Dann laft sicheilworter
u,v, w zerlegen (d.hz = wvw), so dald

- |v] > 1 (da der Automatd buchstabierend ist, kann das Werzwischen dem ersten
Auftreten vong und dem zweiten Auftreten vannicht leer sein) und

- |luv| < n (da der Automat buchstabierend ist, upder erste Zustand ist, der doppelt
auftritt, kdnnen vorp bis zum zweiten Zustanghochstens. Ubergange vorkommen; da
der Automat buchstabierend ist, muR3 also geljten < n).

u = ¢ ist moglich.

Den Teilpfad vom ersten Auftreten vanbis zum zweiten Auftreten von kdnnen wir nun
aber weglassen oder beliebig oft wiederholen; also werden auch die Wértend uviw mit
i € N\ {0} vom Automaten akzeptiert. Also ist jedes Wort au$w auch ein Wort vory..

Lemma 2.11 (Pumping-Lemma) Fir jede regulare Spraché gibt es einn € N, so dass fur
jedesz € L mit |x| > n eine Zerlegung = uvw mit |v| > 1 und|uv| < n existiert, so dafl
uwv*w C L gilt.

Beweis: Ausformulierung unserer Voruberlegung. O

Bemerkung: Um die Analogie zum Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen, das wir
spater noch kennenlernen werden, zu verdeutlichen, witdd C L meist &quivalent durch
wv'w € L fur allei € N ausgedrickt.

Beispiel 2.7 (Anwendung des Pumping-Lemmas)

Wir beweisen, dass die Sprache der PalindrdniberY = {a, b} nicht regular ist. Dazu neh-

men wir an, dass die Palindrome regular sind und fihren dies mit Hilfe des Pumping-Lemmas
zum Widerspruch.
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Wenn L reguldr ist, gibt es ein € N, so dass fur jedes Woit € L eine Zerlegung = uvw
existiert, mitjuv| < n und|v| > 1 unduviw € L flr jedesi € N. Wir wahlen

n n

m— e
r = 0a...aa...aaabaa...aa
Sei nunu, v, w eine beliebige Zerlegung vonmit |uv| < n und|v| > 1:

T = aa...aq...aqabaa...aq
= —

u v w

Also gilt (wegen|v| > 1):
<n n

A —
uw = aa...aaabaa...ad

Dies ist jedoch kein Palindrom. Also giliv’w = uw ¢ L. Es gibt also flirr keine Zerlegung
wie im Pumping-Lemma gefordert und damit ist die Sprache der Palindrome nicht regular.

Bemerkung: Es gibt nicht-regulare Sprachen, fir die sich mit Hilfe des Pumping-Lemmas
nicht beweisen laRt, daf3 sie nicht regular sind.

Es gibt daher noch einige Verallgemeinerungen des Pumping-Lemmas. Eine davon werden wir in der
Ubung (Blatt 4, Aufgabe 1) kennenlernen.

3.1.2 Endlicher Index von R (Minimalautomat)

In der Ubung (Blatt 2, Aufgabe 4) haben wir bereits gesehen, dass eine Sprdchelie die
RelationR;, einen unendlichen Index besitzt, von keinem deterministischen endlichen Automa-
ten akzeptiert wird, also nicht regular ist. Jetzt prazisieren wir diese Aussage.

Zur Erinnerung:  FUr eine Spraché, C Y* definieren wir die RelatiorR;, durchu R; v
genau dann, wenn fUr jedese ¥* gilt uz € L genau dann, wennr € L. Man kann leicht
nachweisen, daR; eine Aquivalenzrelation ist. Wir kdnnen also tiber den IndexRgmeden.

Satz 2.12 (Myhill, Nerode)
Eine Sprachd. C >* ist genau dann regular, wenn der Index vBp endlich ist.

Beweis:Wir beweisen die beiden Richtungen der Genau-dann-wenn-Beziehung separat:

,="“ Diese Richtung haben wir bereits in Ubung 2 (Aufgabe 4a. und d.) gezeigt.

In der Ubung haben wir die Kontraposition dieser Aussage gezeigt: \gnanendlichen Index hat,
dann gibt es keinen deterministischen und vollsténdigen endlicher Automateh,ad&eptiert (d.h.
dann istL nicht regulér).

Die zentrale Idee dabei ist, dass alle Worter, die vom Startzustand aus in denselben Zustand
fuhren, gemal der Relatid®;, &quivalent sind.
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,<=": Sei also der Index vorz;, endlich. Wir missen zeigen, ddlRdann regular ist. Dazu
konstruieren wir einen endlichen Automatédp = (Q, %, §, o, F'), der L akzeptiert:

Q = {lug,|uvex} d.h. die Zustande sind gerade die Aquivalenzklassenion
0 = {([u],a,[ua]) |u € X" aeX}

@0 = [e
F o= {ju]|ue L}

Da der Index vori;, endlich ist, ist aucld) endlich; A, ist also ein endlicher Automat.

Darlber hinaus ist der Automayt;, deterministisch. Dazu missen wir berticksichtigen, daf die-
selbe Aquivalenzklasse verschiedene Reprasentantedv besitzen kannu] = [v]. Wir mus-

sen also zeigen, daf fir beide Reprasentanten detefinierte Ubergang fiir € ¥ in dieselbe
Aquivalenzklasse fuhrt. GemaR Definition v@ugilt ([u], a, [ua]) € 6 und([v], a, [va]) € 6. Wir
mussen also zeigena| = [va| (d.h.ua Ry, va):

Wegen[u] = [v] gilt u Ry, v. Gemal Definition voR;, gilt dann fur jedes: € ¥*: ux € L ge-

nau dann wennz € L. Insbesondere gilt fur allg € >*. uay € L genau dann, wenmy € L

gilt. Also gilt ua Ry, va. Also gilt [ua] = [va] und damit ist der Automati;, deterministisch.

Hier haben wir gezeigt, daRy, eine sog. Rechtskongruenz (bzgl. der Konkatenation) ist. Dies ist genau
die Eigenschaft voi,, die gewahrleistet, da& deterministisch ist.

AulRerdem istA;, vollstéandig, denn fir jedep:] € @ gilt per Definition vons unmittelbar
([ul],a,[ua]) € §. Durch Induktion Uber die Lange der Worter kann man nun zeigen, daR fiir
jedes Wortw € ¥* gilt ([¢], w, [w]) € 6*. Insgesamt gilt:
wel & [weF
& (g, w, [w]) € 6" und[w] € F
& we L(AL)

Also gilt L(A;) = L und damit istZ reguléar. O

Beobachtungen:

1. Fur den Automatem; aus dem Beweis von Safz12gilt auchL(A;) = L, wenn der
Index vonR;, nicht endlich ist. Allerdings ist der Automat; dann nicht endlich.

Fur jede Sprache gibt es einen unendlichen Automatenit L(A) = L; z.B. den Automaten
Ar.

2. Es gibt keinen deterministischen und vollstandigen Automaten der weniger Zustéande hat
als der Index vor?;,. Der Automat ist also ein minimaler deterministischer und vollstan-
diger Automat fUrL. A;, heil3t deshalb auch d&tinimalautomaffr L.

3. Man kann sich leicht tberlegen, dass jeder Automat, der genausoviele Zustande wie
besitzt undL akzeptiert, zuA; isomorph ist. Der Minimalautomat ist also bis auf Iso-
morphie eindeutig.

Achtung: Das gilt fur nicht-deterministische endliche Automaten nicht.
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Frage: Wie findet man fur einem endlichen Automaten den aquivalenten Minimalautomaten?
Die explizite Konstruktion UbeR; und Ay ist nicht praktikabel.
ldee: Sei A = (Q,%, 6, qo, F') ein deterministischer und vollstandiger endlicher Automat, der

0.B.d.A. keine unerreichbaren Zustande besitzt.

Die unerreichbaren Zustande kann man gegebenenfalls einfach streichen, da sie keinen Einflu3 auf die
akzeptierte Sprache des Automaten haben.

Wir nennen zwei Zustande ¢ € @ aquivalent(in Zeichenp =, ¢), wenn fir jedesy € X*

mit (p,w,r) € & und(q,w,r’) € 6* gilt: »,7" € F oderr,r’ ¢ F. Aquivalente Zustande

eines Automaten konnen wir identifizieren (verschmelzen), ohne die akzeptierte Sprache des
Automaten zu verandern: Das Ergebnis ist dann der Minimalautomat.

Wir missen also nur noch die Menge der &quivalenten Zustédnde berechnen. Wir gehen dazu
umgekehrt vor und bestimmen iterativ alle Paare von nicht-aquivalenten Zustangey) Mit

Hilfe der folgenden Regeln:

-pEFNqggF = PEq

Wenn von zwei Zustanden einer ein Endzustand ist und der der andere nicht, dann sind die beiden
Zustande nicht aquivalent.

- (pya,r) €A (q,a,r") €N £ = p#q

Wenn von zwei Zustanden eiflJbergang zu zwei nicht-aquivalenten Zustanden existiert, dann
sind auch die beiden Zusténde selbst nicht &quivalent.

Diese Regel wenden wir so lange an, bis aufgrund der Regel keine neuerpPaaye
mehr hinzugefigt werden kdnnen. Die dann verbleibenden Paare von Zustanden sind
jeweils aquivalent.

Dieses Verfahren kann man effizient implementieren (Zeitaufwaxigt| - |Q?))).
Ein Beispiel hierzu findet sich auf Folie 48.

Redaktioneller Hinweis: Das Beispiel von Folie 48 sollte irgendwann ins Skript ibernommen werden.

3.2 Weitere AbschluReigenschaften

Wir haben bereits gesehen, das die Klasse der regularen Sprachen unter den Operationen
N, -, o und* abgeschlossen ist (siehe Abschiitf, Satz2.6 auf Seite22). Nun werden wir
weitere Operationen behandeln.

3.2.1 Die Operationen

Zunachst definieren wir einige weitere Operationen auf Sprachen, bezuglich derer wir dann die
Abgeschlossenheit der regularen Sprachen (und spater noch weiterer Sprachklassen) untersu-
chen.



36 KAPITEL 2. REGULARE SPRACHEN

Homomorphismen und inverse Homomorphismen Seien¥ und A (nicht notwendigerwei-
se disjunkte) Alphabete urfd: 3 — A* eine Abbildung. Die Abbildung laf3t sich kanonisch
zu einemHomomorphismush : ¥* — A* erweitern:

he) = ¢
h(a) = hla) . | |
Blaw) = h(a)h(w) zeichenweise Anwendung der Abbildung

Den Strich (Balken) Ubet bendtigen wir nur zur Unterscheidung der gegebenen Abbildiumgd des
durch sie definierten HomomorphismiusDieser Unterschied geht aber meist aus dem Kontext hervor.
Deshalb wird der Strich Gibe meist weggelassen — wir werden ihn ab jetzt auch weglassen.

Fir eine Spraché C X* definieren wirh(L) = {h(w) |w € L} C A*.
h(z)eL
Fir eine Sprach& C A* definieren wirh~'(L) = {z € ©* | h(z) = w,w € L}.
Die Spraché: (L) heil3t(homomorphes) Bildon L unterh; wir sagen auch (L) entsteht durch

Anwendung eines Homomorphismus ausDie Sprache:~!(L) heitUrbild von L unterh;
wir sagen auch ! (L) entsteht durch Anwendung eines inversen Homomorphismus.auf

GemaR Definition gilt fir ein Wort genau danm: € h=1 (L), wennh(z) € L gilt. Dies scheint trivial
und ist es auch. Dennoch sollten Sie diese Aquivalenz verinnerlichen, da sie in vielen Beweisen der
»Schlissel zum Erfolg* ist.

Beispiel 2.8

SeiX = {a, b} ein Alphabet, sek : ¥ — ¥* eine Abbildung miti(a) = a undh(b) = a und sei
L = {ab, abab, ababab, . ..} eine Sprache ubet*. Dann isth(L) = {aa, acaa, aacaaa, ...}
das homomorphe Bild voh unterh.

Sei nunA = {c} ein weiteres Alphabet und sgi: A — ¥* eine Abbildung mitg(c) = ab.
Dannistg~!(L) = {c, cc, cce, . .. } das Urbild vonL unterg.

Substitution Seif : ¥ — 22" eine Abbildung, so dass fur jedesc X die Sprache (') (a)
regular ist. Die Abbildung laRt sich kanonisch zu einer Abbildgng:* — 22" erweitern, die
wir Substitutiomennen:

fle) = {e&} zeichenweise Anwendung vofi ordnet
flaw) = f(a)f(w) [ einem Wort eine Sprache zu.

Fur L C ¥* definieren wirf(L) = |, f(w). Wir sagen, die Sprachg(L) entsteht aud.
durch Substitution.

Wie bei Homomorphismen lassen wir den Uberstrichoiei Zukunft weg.

Beispiel 2.9
SeiY = {a, b} ein Alphabetf : ¥ — 2* eine Abbildung mitf(a) = a* = {¢,a,aa,aaaq, ...}
und f(b) = b* = {e,b,bb, bbb, . .. }. Dann gilt f(aba) = a*b*a*, f(X*) = ¥* und f(aa) = a*.
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Quotientenbildung SeienL, L, C ¥* zwei beliebige Sprachen. Dann ist dguotientvon
Ly und L, (in ZeichenL, / L,) definiert durchl, /Ly = {u € ¥*|v € Lo, uv € L1}.

Beispiel 2.10
SeienL; = a*ba*, Ly = ba*bund L3 = a*b drei Sprachen. Dann gil:, /L, = @, L, /L3 = a*
Unsz/Lg = ba*.

- Wir haben den Quotienten direkt auf den Sprachen definiert. Man kénnte den Quotienten auch
auf Wortern definieren und dann auf die Sprachen Ubertragen, wie wir dies beispielsweise fir
die Konkatenation getan haben. Das Problem dabei ist, dal der Quotient auf Wortern eine
partielle Operation ist. Deshalb haben wir auf diese Definition verzichtet.

Der Quotient auf Woértern ist die inverse Operation zur Konkatenation: v) /v = u. Wenn
man die Konkatenation als Multiplikation liest, dann ist der Quotient die Division — daher der
Name ,Quotient”.

- Wir haben den sodRechtsquotientedefiniert. Es gibt analog dazu auch noch denksquoti-
enten(uov) \ u = wv.

Dann muf3 man aber sehr aufpassen, damit man den Linksquotienten auf Sprachen nicht mit der
Mengendifferenz verwechselt. Deshalb verzichten wir vollstandig auf die Definition des Links-
guotienten. Sollten wir den Linksquotienten als Operation bendétigen, kdnnen wir uns diese Ope-
ration aus dem Rechtsquotienten und der Spiegelung ,zusammenbasteln”.

Spiegelsprache Firw € ¥* mitw = a; ... a, undae; € ¥ bezeichnetv = a,a,_; ...a, das
riickwarts gelesene Wout; wir nennenw dasSpiegelwort/on w.

— —
Die Spiegelsprachd. einer Spraché ist dann wie folgt definiertL = {w |w € L}.

3.2.2 Die Abschlul3eigenschaften

Satz 2.13 (AbschluReigenschaftenipie reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter:

- Homomorphismend.h. fir eine regulare Sprache C ¥* und einen Homomorphismus
h ist auchh(L) regulér.

- Inversen Homomorphismed.h. fir eine reguléare Sprache C ¥* und einen Homomor-
phismush ist auchh ! (L) regular.

- Substitutiond.h. fur eine reguléare Sprachle C ¥%* und eine Substitutioyi ist auchf (L)
regular.

- Quotientenbildungnit einer beliebigen Spraché, d.h. fir eine regulére Sprache C ©*
und eine beliebige Spraché C >* ist auch der Quotient /L’ regular.

- Spiegelungd.h. fur eine regulare Sprache C X* ist auch ihre Spiegelsprach% regu-
l&r.

Sowohl fir Homomorphismen, inversen Homomorphismen, Substitution als auch fir die Spie-
gelung existieren effektive Verfahren, um aus einem endlichen Automaten, der die Ausgangs-
sprache akzeptiert, einen Automaten zu konstruieren, der die Sprache nach Anwendung der ent-
sprechenden Operation akzeptiert. Wir sagen deshalb, dal? die reguldren Sprachen unter diesen
Operationereffektiv abgeschlossesind.
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Im ersten Augenblick ist es vielleicht etwas tberraschend, dafd regulare Sprachen unter Quotienten-
bildung mit beliebigen Sprachen abgeschlossen sind (versuchen Sie das mal mit Vereinigung oder
Durchschnitt). Ein Blick in den Beweis offenbart dann jedoch, daf3 dies doch nicht so verwunderlich ist.
Die regularen Sprachen sind zwar unter Quotientenbildung mit beliebigen Sprachen abgeschlossen,
aber nicht effektiv (das sollte uns nicht so sehr Uberraschen). Wir werden jedoch noch sehen, dal}
regulare Sprachen effektiv unter Quotientenbildung abgeschlossen sind, wenn wir uns auf Quotienten-
bildung mit reguléaren Sprachen beschranken.

Beweis:
Wir beweisen nun die AbschluBeigenschaften der regularen Sprachen fur jede Operation sepa-
rat.

Substitution Sei L regular undf : ¥ — 22" eine Substitution. O.B.d.A. existiert dann ein
regulérer Ausdruck, der die Spraché bezeichnet und fur jedese X existiert ein regulérer
Ausdruckr,, der die Spraché(a) bezeichnet (da per Definitiofia) fur jedesa € X regular
ist).

Wir ersetzen nun im jedes Auftreten eines Zeicherdurchr,. Dazu definieren eine Abbildung

f von der Menge der reguléren Ausdriicke iiBdn die Menge der regularen Ausdriicke tiber
A, die diese Ersetzung durcthhft(.r) liefert uns dann den gewiinschten regularen Ausdruck.
Die Abbildung f kénnen wir induktiv (iber den Aufbau der regularen Ausdriicke Gberie
folgt definieren:

fle)y = o

f(e) = ¢

f(a) = 1, Hier passiert’s u wird im reguléren Ausdruck durch, ersetzt.
fs+1) = fls)+f(t)

fsty = fs)f)

f(s7) = [f(s)

Man kann nun induktiv tber den Aufbau der reguléaren Ausdriicke zeigenfda)sd;ie Sprache
f(L) bezeichnet, wen# die vonr bezeichnete Sprache ist.

Wichtiger als die Erkenntnis, daf3 regulare Sprachen unter Substitution abgeschlossen sind, ist die be-

nutzte Beweistechnik zum Nachweis des Abschlusses unter Substitution: Wir flhren die Substitution auf
der syntaktischen Reprasentation der Sprache durch. Hier sind es die reguléaren Ausdriicke; man kénnte
aber auch die Grammatiken benutzen (vgl. das entsprechende Ergebnis fur kontextfreie Sprachen).

Homomorphismen Da ein Homomorphismus als eine spezielle Substitution aufgefal3t wer-
den kann, ist nichts mehr zu zeigen.

Inverser Homomorphismus Sei L reguléar und seh : ¥* — A* ein Homomorphismus.
0O.B.d.A. existiert ein deterministischer und vollstandiger endlicher Automat(Q, X, §, qo, F'),
der L akzeptiert.

Wir konstruieren nun aud einen Automatemd’, der L' = h~'(L) akzeptiert. Dabei machen
wir uns (wie angekiindigt) zunutze, dafic »~!(L) genau dann gilt, wenh(w) € L gilt.
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Idee: Wir simulieren also den urspriinglichen Automaten. Wenn wir ein Zeieh&sen, mul}
der neue Automat den Ubergang durchfiihren, den der urspriingliche Automat auf dem Wort
h(a;) durchfuhren wirde (wir simuliereA auf h(w) bzw. aufh(a;)):

w = a a a3 ... a, €hL)
b d J  gdw.
h(w) = w wy w3 ... w, €L
h(a1) h(a2) h(as3) h(an)
gdw.
Q=" G @ L S g AN €F

Die ,Simulation* des Ubergangs votiaufi(a) erreichen wir, indem wir imd’ einen Ubergang
(p,a,q) € 0" ausfuhren, wenn furl gilt (p, h(a),q) € 0*. Die Zustandsmenge und die Start-
und Endzustande bleiben Hi unveréandert. Formal definieren wi! = (Q, %, qo, F') mit

o' ={(p,a,q)|a €A, (p,@, q) €67}

!

Bemerkung Da A deterministisch und vollstandig ist, ist augh deterministisch und vollstandig.

Man kann sich nun leicht Giberlegen, daB gile L(A’) gdw.h(w) € L(A) gdw.w € h='(L).
A’ ist also ein Automat, de (L) akzeptiert.

Genau genommen miRte man durch Induktion {ibefiir alle z € A* zeigen:(p, x,q) € §'* genau
dann, wenr(p, h(z), q) € 6*.

Wieder gilt: Wichtiger als die Erkenntnis, dal3 reguldre Sprachen unter inversen Homomorphismen
abgeschlossen sind, ist die benutzte Beweistechnik: Wir benutzen den akzeptierenden Automaten der
urspriinglichen Sprache und ,simulieren” ihn auf der Eingalbev).

Der Nachweis, daf? einer Sprachklasse unter inversen Homomorphismen abgeschlossen ist, erfolgt in
den allermeisten Fallen uber das Maschinenmodell mit obiger Simulation.

Quotientenbildung Sei L; eine regulare Sprache und, C X* eine beliebige Sprache.
O.B.d.A. existiert ein deterministischer und vollstandiger endlicher Autotnat(Q, 3, 6, qo, F),
der L, akzeptiert. Wir konstruieren nun auseinen Automatem’, der L, /L, akzeptiert

ldee:

w € Li/Ls
& wv € L,v € Ly
S " pv € Ly,p€eF
& q——"¢—"pvE€LypEeF

Damit nunw vom Automatend’ akzeptiert wird, missen wir zu einem Endzustand machen.
Wir definieren alsad’ = (@, %,0,qo, F') mit F = {q € Q| (q,v,r) € 6*,v € Ly,r € F}.
Offensichtlich gilt nunL(A’) = L,/ L.
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Spiegelung
Idee: Vertausche die Start- und Endzustande miteinander und drehe die Kanten der Ubergangs-
relation um. Aus einem Automaten:

/——_x al ( )ag ”‘anfl\O an @

konstruiert wir also den Automaten:

Achtung: Bei nicht alphabetischen Automaten mussen die Worter an den Kanten umgedreht
werden. Wir kdnnen aber ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Automat
alphabetisch ist. O

Bemerkung: Alle Konstruktionen bis auf die Quotientenbildung sind effektiv. Wir werden in
der Ubung (Blatt 5, Aufgabe 1c.) beweisen, dasgL, effektiv existiert, wenn auch, regular
ist.

3.2.3 Anwendung der AbschlufReigenschaften

Die AbschluReigenschaften von regularen Sprachen kdnnen wir nun anwenden, um nachzuwei-
sen, dafl3 bestimmte Sprachen regular sind. Dazu betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.11

Fur jede reguléare Sprache ist die Sprachd./, in der aus jedem Wort der Spracliejeder
zweite Buchstabe gestrichen wird, auch regular.

Beweis:

Wir definieren ein Alphabet’ = {d/,¥', ...}, in dem jedes Zeichen adsmit einem Strich
versehen ist. AuBerdem definieren wir X U ¥ — ¥* mit h(x) = z furx € X undh(z') =z

furz’ € X',

- Dann ist nach Sat2.13die Sprache: !(L) regulér. Die Spraché~'(L) enthélt alle
Worter ausL, wobei die Buchstaben an beliebigen Stellen mit Strichen versehen werden
kénnen.

- Dannist nach Sat2.6die Spraché (L) N ((XX')* U (XX')*X) ebenfalls regular. Diese
Sprache enthélt genau die Worter duswobei jedes zweite Zeichen mit einem Strich
versehen ist.

- Nun definieren wirg : ¥ U X — X* mit mit g(z) = z fur x € ¥ undg(z’') = ¢ flr
x' € ¥'. Der Homomorphismug lI6scht also genau die Buchstaben, die mit einem Strich
versehen sind.

- Dann ist nach Sat2.13die Sprachd. = g(h~*(L) N ((XX/)* U (BX')*X) regular. Die
Sprachel’ enthalt also genau alle Wérter aliswobei in jedem Wort jeder mit einem
Strich versehene Buchstabe (d.h. jeder zweite Buchstabe) geléscht wurde.

0
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Durch die Konstruktion einer Spracti¢ ausZ unter ausschliel3licher Verwendung von Opera-
tionen unter denen die regularen Sprachen abgeschlossen sind, wissen lirrelgar ist,

wenn L regulér ist. Wir missen also keinen Automaten mehrifikonstruieren. Da reguléare
Sprachen unter den im Beispiel angewendeten Operationen effektiv abgeschlossen sind, exi-
stiert der Automat furl’ jedoch effektiv (ohne dafd wir eine explizite Konstruktion angeben
mussen).

4 Entscheidungsverfahren flir regulare Sprachen

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns damit, welche Fragen bzw. Probleme flr regulére
Sprachen entscheidbar sind. Tatséachlich sind die meisten Probleme flr regulare Sprachen ent-
scheidbar.

Zunéchst stellen wir uns eine Liste der typisclrrablemezusammen:

- Wortproblem:w € L?
Das Wortproblem brauchen wir uns fir reguléare Sprachen nicht anzusehen, da der zugehdérige

deterministische endliche Automat das Entscheidungsverfahren liefert. Der Vollstandigkeit (und
Systematik) halber fiihren wir das Wortproblem hier trotzdem auf.

Endlichkeit/Unendlichkeit}L| < w oder|L| = w?

Leerheit:L = &?

Aquivalenz:L, = L,?

Inklusion: L, C Ly?

Disjunktheit: L N Ly = 97

Da regulare Sprachen effektiv unter Durchschnitt abgeschlossen sind, ist das Disjunktheitspro-
blem (fir regulare Sprachen) dquivalent zum Leerheitsproblem. Wir werden es also im folgenden
nicht mehr gesondert betrachten.

Dabei gehen wir davon aus, ddf3(bzw. L, und L,) durch regulare Ausdriicke oder endli-
che Automaten gegeben sind. Sollte die Sprache in Form einer Turing-Maschine gegeben sein,
kénnen wir damit fast nichts mehr entscheiden (siehe hierzuguch

Satz 2.14 (Entscheidbarkeit von Leerheit und (Un)endlichkeit)Fur jede regulare Sprache
(représentiert durch einen regularen Ausdruck oder einen endlichen Automaten) ist entscheid-
bar, obL = @ gilt und ob|L| = w gilt.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (siehe Satzund 2.8) sei L durch einen
deterministischen endlichen Automatémreprasentiert (d.h.. = L(A)).

L = o. Die vom Automatem akzeptierte Sprachk ist genau dann leer, wenn im Automaten
kein Pfad von einem Start- zu einem Endzustand existiert. Diese Eigenschaft des Auto-
maten ist offensichtlich entscheidbar. Alsoist= @ fur regulare Sprachen entscheidbar.
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|L| = w: Die vom Automatend akzeptierte Sprachg ist genau dann unendlich, wenn vom
Startzustand ein Zyklus erreichbar ist und von irgendeinem Zustand auf diesem Zyklus
aus ein Endzustand erreichbar ist:

\

Auch diese Eigenschaft des Automaten ist offensichtlich entscheidbar. Aldd ist w
entscheidbar.

Man kann auch das Pumping-Lemma benutzen. Dann wird das Verfahren aber sehr ineffizient!

Redaktioneller Hinweis: Die Abbildung kann noch verbessert werden.

0]
Bevor wir uns mit dem Aquivalenzproblem und dem Inklusionsproblem beschaftigen, verge-
genwartigen wir uns einige einfache Zusammenhange aus der Mengenlehre:

L, CL, gdWLl\LQZLl ﬂL_QZQ

Ll = L2 gdWLl g L2 UndL2 g Ll

Folgerung 2.15 (Entscheidbarkeit von Aquivalenz und Inklusion)
Fur zwei reguléare Sprachefh; und L, (reprasentiert durch einen regularen Ausdruck oder
einen endlichen Automaten) ist entscheidbar/gk= L, und obL; C L, gilt.

Beweis:Mit der Voruberlegung Uber die Zusammenhange aus der Mengenlehre kbnnen wir die
Inklusion L, C L. auf die Frage der Leerheit vaiy N L, zuriickfiihren. Da regulare Sprachen
effektiv unter Durchschnitt und Komplement abgeschlossen sind gS@tzst auchL; N L,
regulér und wir kbnnen einen endlichen Automaten fur diese Sprache konstruieren. Also ist die
Leerheit vonL; N L, mit Satz2.14entscheidbar. Damit ist; C L, entscheidbar.

Zur Entscheidung der Aquivalenz missen wir nur die beiden Inklusiénen L, und L, C Ly
entscheiden.

Alternativ konnte man zur Entscheidung der Aquivalenz zweier regularer Sprachen auch die zugehori-
gen Minimalautomaten konstruieren und auf Isomorphie Uberprifen.

O

Bemerkung: Im Augenblick ist es vielleicht noch etwas verwunderlich, dass wir so viel Wind

um die Abschlul3eigenschaften und die Entscheidbarkeit von Leerheit, Unendlichkeit, Inklusi-
on und Aquivalenz machen. Wir werden aber sehen, dass viele dieser Aussagen fir andere
Sprachklassen nicht gelten. Beispielsweise ist die Disjunktheit zweier kontextfreier Sprachen
nicht entscheidbar und ist das Wortproblem fur Typ-0-Sprachen (d.h. die rekursiv aufzahlbaren
Sprachen) nicht entscheidbar. Das ist aber noch Zukunftsmusik.
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5 Aquivalente Charakterisierungen regularer Sprachen

Bisher haben wir im wesentlichen drei Charakterisierungen regularer Sprachen kennengelernt:
- endliche Automaten (NEA)
- deterministische und vollstdndige endliche Automaten (DEA)
- regulére Ausdrucke

Es gibt unzahlige weitere Charakterisierungen. Wir betrachten hier stellvertretend die Folgen-
den:

erkennbare Mengen

Gleichungssysteme

lokale Menge + Homomorphismen

Zweiwegautomat
- regulare Grammatiken (Typ-3-Grammatiken)

Die ersten drei Charakterisierungen werden in den Ubungen genauer betrachtet (Blatt 4-6). In
der Vorlesung gehen wir auf die Zweiwegautomaten und die reguldren Grammatiken ein.

5.1 Zweiwegautomaten

Motivation: Warum soll ein Automat eine Zeichenreihe ausschlie3lich von links nach rechts
abarbeiten? Der Zweiwegautomat erlaubt es uns, auch von rechts nach links zu gehen (wenn
wir es denn fur sinnvoll halten).

Problem: In der Formulierung der endlichen Automaten haben wir gelesene Zeichen “wegge-
worfen”. Das durfen wir jetzt nicht mehr, denn der Automat kann sich in der Eingabe wieder
nach links bewegen. Wir missen deshalb Uber Konfigurationen reden. In2Alshist eine
Konfigurationdargestellt; sie besteht aus dem Eingabewagtt . . . a,,, dem aktuellen Zustand

g und der aktuellen Position (&hnlich wie spater bei Turing-Maschinen).

a az ... a; ... Qp

Abbildung 2.16. Eine Konfiguration: Der ,Lesekopf* steht auf deiaten Zeichen.

Wenn das Eingabealphab@tund die Zustandsmengeg disjunkt sind, kénnen wir die Konfi-
guration eindeutig durchyas . ..a;_1qa; . . . a, reprasentieren; die Kopfpositianst durch die
Position des Zustandsvor a; eindeutig bestimmt.

In der Ubergangsrelation eines Zweiwegautomaten muf3 nun auch angeben werden, ob sich der
Automat in der Eingabe nach links oder nach rechts bewegt. Der Einfachheit halber betrachten
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wir hier nur den deterministischen und vollstandigen Zweiwegautomaten, deshalb reicht eine
Ubergangsfunktion

6:(@xX) = (Qx{lr})
Die erste Komponente gibt — wie bei endlichen Automaten — den Folgezustand an, die zweite
Komponente die Bewegungsrichtunddr links, r flr rechts).

Definition 2.16 (Zweiwegautomat)
Ein (deterministischer endlicheBweiwegautomatiber: besteht aus

- einer endlichen Meng@ (mitQ N ¥ = &) vonZustanden
- einemStartzustand, € )

- einerUbergangsfunktion : (Q x X) — (Q x {l,7}) und
- einer MengeF' C @ vonEndzustanden

Wir schreibend = (Q, %, 6, qo, F).
Ein Wort~ € X*QX* heidtKonfigurationdes Automateml. Fir A definieren wir die binére
Relationt 4 auf den Konfigurationen durch:

upav 4 uaqu  falls  w,v € ¥*,a € Y undd(p,a) = (¢q,7)

und
ubpav 4 ugbav  falls  u,v € ¥* a,b € Y undd(p,a) = (q,1)
Gemal’ der Definition von 4 ist eine Rechtsbewegung nur mdglich, wenn rechts von der Kopfposition

noch ein Eingabezeichen steht. Eine Linksbewegung ist nur mdglich, wenn rechts und links von der
Kopfposition noch ein Eingabezeichen steht.

Fir zwei Konfigurationery und+’ mit vy 4 ' nennen wiry’ die Nachfolgekonfiguratiowon
Y.

Der Zweiwegautomatl akzeptiertein Wortw € 3*, wenn ein Endzustangde F' mit gow H
wq existiert. Die Menge aller vorl akzeptierten Worter bezeichnen wir mitA).

Beispiel 2.12

Es ist schwer eine Sprache zu finden, bei der die Charakterisierung tGiber einen Zweiwegautoma-
ten naheliegender erscheint als Giber einen endlichen Automaten. Hier betrachten wir die Menge
der Worter, die mit einem beginnen, dann kein weitereenthalten und mindestens éinnd

ein ¢ enthalten. Der folgende Zweiwegautomat tberprift zunachst, ob ein Wort ein fihrendes
a enthélt; dann sucht er ein wenn er da$ gefunden hat, fahrt er in der Eingabe wieder nach
links zurtick und sucht dann eirund bewegt den Kopf dann in der Eingabe ganz nach rechts:

(e,r) (b,0),(e,l) (b,r) (b,r),(c,r)
)
a,r) b,l c,r)
(0 ( % (b,1) @ ) /X

—
Q

>‘-’J

(a r)

b\

(a r)

C@“

(a,r),(b,r),(c,r)
Zum besseren Verstandnis geben wir die Bedeutung der verschiedenen Zustande an:
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qo: Uberprifen, ob das erste Zeichen eiist

- qi. erstesdh suchen

- ¢o: b gefunden, zurtick nach links zum Wortanfang
- ¢3: erstes: suchen

- q4: c gefunden, weiter nach rechts zum Wortende

- ¢5. Fangzustand; wird erreicht, wenn das erste Zeichendkender ein spateres Zeichen
eina ist; in diesem Fall wird das Wort nicht akzeptiert.

Es gibt fur diese Sprache auch einen (relativ) einfachen deterministischen Automaten. Einen Zweiwe-
gautomaten zu benutzen, erscheint hier relativ kiinstlich (das mag sich bei einem gréf3eren Alphabet
andern). Hier geht es uns nur um ein Beispiel —wenn auch ein etwas “blodes”.

Wir geben nun einBerechnungles Zweiwegautomaten fur das Wartb € L(A) an:

goa ¢ ¢ b
agic ¢ b

ISERSEES
o Q
)
—
QO
)
fin

Q
=
)

o

=)
%)
SIS
=
N
(e INe!
o O O
ST o o

T T T T T T T T T T
SRS I
™)
[\o)
[ TS I o
S
=
o O O
K
Ny
S o
=

Etwas platzsparender ist die folgende Reprasentation der Berechnung des Zweiwegautomaten:

a C c b

J
@@

)~

N

Achtung: In den ungeraden Zeilen beziehen sich die Zustéande auf das Zeichen rechts vom Zu-
stand; in den geraden Zeilen beziehen sich die Zustadnde auf das Zeichen links vom Zustand. Die
Sequenz der untereinander stehenden Zustédnde nenni€rewaungsfolgevgl. Abb. 2.17).

Die Kreuzungsfolgen werden wir spater benutzen, um die Aquivalenz zu endlichen Automaten
Zu beweisen.

Bemerkung: Offensichtlich ist jeder deterministische und vollstandige Automat ein Spezialfall
eines Zweiwegautomaten.

Frage: Kann man mit Zweiwegautomaten mehr Sprachen akzeptieren als mit endlichen Auto-
maten?
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a b
(0)—f o Y~ o~

42 42 42

(@)

Abbildung 2.17. Die Kreuzungsfolgen einer Berechnung.

Die Antwort auf diese Frage ist nein. Aber warum?
Idee: Wir kdnnen die Kreuzungsfolgen als Zustande eines endlichen Automaten auffassen und
dann die Ubergange zwischen ihnen charakterisieren.

Fragen: Wie viele Kreuzungsfolgen gibt es? Wann sind Ubergange zwischen zwei Kreuzungsfolgen

moglich?

Beobachtungen:

1. Keine Kreuzungsfolge eines akzeptierten Wortes besitzt zwei ungerade Positionen mit
demselben Zustand oder zwei gerade Positionen mit demselben Zustand; denn sonst hat
die entsprechende Berechnung einen Zyklus (vgl. Rhblf).

Abbildung 2.18. Derselbe Zustand an zwei gerade oder an zwei ungeraden Positionen: ein Zyklus.

Damit kdnnen die Kreuzungsfolgen eines akzeptierten Wortes héchstens die2-gnge
haben. Wir missen also nur endlich viele Kreuzungsfolgen betrachten.

2. Jede Kreuzungsfolge eines akzeptierten Wortes hat eine ungerade Lange.
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3. Die erste Kreuzungsfolgeinesbeliebigen Wortes isjy.
4. Die letzte Kreuzungsfolge eines akzeptierten Worteg fét g € F.
5. Insbesondere haben die erste und die letzte Kreuzungsfolge immer die Lange 1.

Jetzt mussen wir uns nur noch die méglichen Ubergéange zwischen den Kreuzungsfolgen eines
akzeptierten Wortes tiberlegen. Wir definieren diese Ubergange induktiv (und zwar fiir jedes

¥ einzeln). Fir diese induktive Definition bendétigen wir jedoch auch die Ubergénge zwischen
Kreuzungsfolgen gerader Lange. Abbilduig 9 gibt die induktive Definition der Ubergénge
zwischen den Kreuzungsfolgen.

Wir kbnnen also einen endlichen Automaten konstruieren, der dieselbe Sprache akzeptiert wie
der Zweiwegautomat.

Die Zustande des endlichen Automaten sind die “gtiltigen Kreuzungsfolgen”.

Der Startzustand ist die Kreuzungsfolge

Die Endzustande sind die Kreuzungsfolgemit ¢ € F.

Die Ubergange sind die induktiv definierten Ubergange zwischen den ungeraden Kreu-
zungsfolgen fur jedes € X

Satz 2.17 Die von einem Zweiwegautomaten akzeptierten Sprachen sind regular.

Beweis:Siehe Vorbemerkungen. 0J

Bemerkung: Auch fur nicht-deterministische Zweiwegautomaten ist Safz gultig. Der
Beweis erfordert jedoch noch weitere Uberlegungen und ist noch etwas aufwendiger.

5.2 Regulare Grammatiken / rechtslineare Grammatiken

Nun charakterisieren wir die regularen Sprachen tiber Grammatiken einer speziellen Form: die
sog.regularen Grammatiken

Diese Charakterisierung ist viel wichtiger als der Zweiwegautomat. Wir stellen sie zuletzt vor, da die
Charakterisierung der regularen Sprachen iiber Grammatiken einen guten Ubergang zum nachsten
Kapitel, den kontextfreien Sprachen ermdglicht.

Definition 2.18 (Rechtslineare Grammatik) Eine Grammatikc = (V, %, P, S) heiRtrechts-
linear, wenn jede Produktion die Form

A— wB oder A—w

fur A, B € V undw € ¥* hat.
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Ungerade Kreuzungsfolgen (Eingang linkserade Kreuzungsfolgen (Eingang rech
)] e—% ¢
ii) iii) d(p1,a) = (q1,1)
@<~
£ P
iv)

Abbildung 2.19. Induktive Definition der

Ubergange zwischen den Kreuzungsfolgen.
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Analog kann matinkslineare Grammatikemit Regeln der Fornrd — Bw und A — w definieren. Da

die regularen Sprachen unter Spiegelung abgeschlossen sind, charakterisieren die linkslinearen Gram-
matiken die gleiche Sprachklasse wie die rechtslinearen Grammatiken, namlich die reguléren Sprachen.
Deshalb faflit man rechts- und linkslineare Grammatiken unter dem Oberbeggiffaire Grammatik
zusammen. Sie werden auch Typ-3-Grammatiken genannt.

Spater werden wir auch noch dieearen Grammatikemit Regeln der Formrd — wBv undA — w

etwas genauer untersuchen. Allerdings lassen sich mit linearen Grammatiken wesentlich mehr Spra-
chen als die regularen Sprachen beschreiben (z.B. kann man die Sprache der Palindrome mit Hilfe einer
linearen Grammatik beschreiben). Die von den linearen Grammatiken erzeugten Spracheriheil3en

ar.

Satz 2.19 Eine Sprachd. ist genau dann regular, wenn es eine rechtslineare Gramniatrkt
L = L(G) gibt.

Beweis:
"«<": Wir beweisen zuerst, dass es zu jeder rechtslineare Gram@atiken endlichen Auto-
maten gibt, der die entsprechende Sprache akzeptiert.

ldee:
S =c w1 Ay =a wiwe Ay =G -.-. 7qg W1 ... wp A, =G Wy ... WpWn41
S AL Ay — L AEL e

SeiG = (V, X, P, 5), dann definieren wir den Automatehmit A = (VV U {e},%,4, S, {e}).
d={(B,w,C)|B—wC € P} U{(B,w,e)|B— w e P}
Offensichtlich gilt:
- (S,w, B) € §* gdw. w B ist Satzform vorG.

- (S,w, ) € §* gdw. w ist Satz vonG.
Beweis: Induktion Uber die Definition der Ableitung und der Definition &an

Damit gilt L(A) = L(G) und somit istL(G) regular.

»="- Nunmehr beweisen wir die Gegenrichtung, d.h. fur eine regulare Spradiat es eine
rechtslineare Grammatik mit L(G) = L. Da L reguldr ist, gibt es einen endlichen Automaten
A=(Q,%,0,q, F) mit L(A) = L. Wir definieren nun die Grammatik = (Q, %, P, ¢o) mit:

P={q—-wd|(qwq)edtu{qg—wl(gwq)edNng €F}
Wieder gilt:
- wq ist Satzform vorG gdw. (qo, w, q) € 5* .
- wist Satz vonz gdw. (¢o, w, q) € 6* undq € F.

Also gilt L = L(G); offensichtlich istG rechtslinear. O
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Bemerkungen: Automaten und rechtslineare Grammatiken lassen sich im wesentlichen 1 zu
1 ineinander Ubersetzen. Das gleiche selbstverstandlich auch fir linkslineare Grammatiken.

Redaktioneller Hinweis: Hier kénnte man (irgendwann einmal) noch Abschnitte fir erkennbare Men-
gen, lokale Mengen und Gleichungssysteme zur Charakterisierung regulérer Sprachen einfuhren.

5.3 Zusammenfassung

Unsere Tabelle aus Abschntkdnnen wir nun wie folgt erganzen:

lineare a™b" lineare
Sprachen Palindrome Grammatiken
[ Zweiwegautomat J [ Index vonR, endlich ]
3 i}
. ) . - regulére Ausdriicke

requla Typ 3 Grammatiken: Endliche Automaten:

guléare ek f : ) - erkennbare Mengen

a*b*c - linkslinear <| - nicht-determ. Automaten <
Sprachen ) - lokale Mengen
- rechtslinear - determ. & vollst. Automaten )

6 Erweiterungen endlicher Automaten

In Abschnittl haben wir endliche Automaten kennengelernt. Die dort vorgestellte Version geht
im wesentlichen auf Rabin und Scott zuriick. Sie werden daher Rabm-Scott-Automaten
genannt.

Rabin-Scott-Automaten sind ein Konzept und keine mathematische Definition.

Es gibt aber noch viele weitere Konzepte fir Automaten. Wir betrachten hier als Beispiel zwei
verschiedene Versionen vendlichen Automaten mit Ausgabdealy undMoore-Automaten.
Hier betrachten wir nur die deterministischen und vollstandigen Versionen dieser Automaten.
Die Definition nicht-deterministischer Automaten mit Ausgabe wirde hier zu weit fihren.

Es gibt noch viele weiter Konzepte von Automaten. Beispielsweise kann nicmtAutomaterun-

endlich lange Worter akzeptieren. Dies spielen bei der Verifikation interaktiver bzw. reaktiver Systeme
eine wichtige Rolle. Auch so§tate-Chartstellen eine Variante von Automaten dar, die man zur Mo-
dellierung reaktiver Systeme nutzt (vgl. Zustandsdiagramme in UML).

Bichi-Automaten und State-Charts sind jedoch nicht Gegenstand dieser Vorlesung, sondern Gegen-
stand von Spezialvorlesungen.

6.1 Automaten mit Ausgabe

Bei Automaten mit Ausgabe geht es nicht darum eine Sprache zu definieren (oder ein Wort einer
Sprache zu akzeptieren). Vielmehr wird ein Eingabewort gelesen und daraus eine Ausgabewort
erzeugt. Die Automaten mit Ausgabe berechnen also Funktionen.

Beispiel 2.13

Wir betrachten als Beispiel zwei Automaten, die das bitweises Komplement eines Bit-String
ausgeben. Diese Automaten sind in ABl20dargestellt.

Welche der Varianten besser, schoner oder eleganter ist, ist Geschmackssache und hangt auch
davon ab, zu welchem Zweck der Automat benutzt wird.
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Mealy-Automat

Der Mealy-Automat gibt bei jedem Zy
standslibergang des Automaten ein Z
chen aus. An jeder Kante des Mea
Automaten stehen deshalb zwei Zeich

Moore-Automat

-Der Moore-Automat gibt in jedem Zu-
‘egtand (bzw. beim Erreichen eines Zustan-
yeles) ein Zeichen aus. Das auszugebende
eZeichen steht neben dem entsprechenden

die durch einen Schréagstrich getrenrtustand. Da$-Symbol ist ein Sonderzei-

sind. Das Zeichen vor dem Schragstri

cbhen fir den ersten Zustand.

ist das Zeichen, das beim Ubergang gele-

sen wird, das Zeichen nach dem Schr

ag-

strich ist das Zeichen, das beim Ubergang

ausgegeben.
0/1
/ﬁ‘}
1/0
Eingabe: 1 1 0
qo Lqo Lqo Ulgg
Ausgabe: 0 0 1

Eingabe: 1 1 0
—— G1— q1— 4o

q
Ausgabe: $ 0 0 1

Abbildung 2.20. Zwei verschiedene Varianten von Automaten mit Ausgabe.
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6.1.1 Mealy-Automaten

Hier geben wir die formale Definition des Mealy-Automaten und der von ihm definierten Funk-
tion an.

Definition 2.20 (Mealy-Automat) Ein Mealy-AutomatA ist definiert durch

- eine endliche Meng€ vonZustanden

zwei Alphabet& und A, wobeiY dasEingabe-und A dasAusgabe-Alphabast,

eineUbergangsfunktion : Q x ¥ — Q,

0 ist eine Funktion, da wir nur vollstandige und deterministische Automaten betrachten.

einer Ausgabefunktion\ : Q x ¥ — A und

einemStartzustand, € Q.

Wir schreiben dafid = (Q, X, A, d, A, qo). Wir definieren\* : Q x ¥* — A* induktiv durch:
- M(g,e) =«
- Mg, aw) = Mg, a) o A*(d(q, a), w)

Fir ein Wortw € £* nennen wirA\*(¢o, w) die Antwort von A auf die Eingabev.

6.1.2 Moore-Automat

Hier geben wir die formale Definition des Moore-Automaten und der von ihm definierten Funk-
tion an. Die Definition ist &hnlich zu der des Mealy-Automaten; der Unterschied besteht ledig-
lich in der Definition von\ und \*.

Definition 2.21 (Moore-Automat) Ein Moore-AutomatA ist definiert durch

- eine endlichen Meng@ vonZustanden

zwei Alphabet& und A, wobeiY dasEingabe-und A dasAusgabe-Alphabast,

eineUbergangsfunktion : Q x ¥ — Q,

eineAusgabefunktiom : @ — A und

Die Ausgabe ist beim Moore-Automaten im Gegensatz zum Mealy-Automaten nur vom Zustand
abhangig.

einemStartzustand, € @

Wir schreiben dafid = (Q, X, A, §, A, qo). Wir definieren\* : Q x ¥* — A* induktiv durch:
- A(g:€) = Alg)
- Mg, aw) = A(q) o A" (6(q, a), w)

Fir ein Wortw € ¥* nennen wir\* (g, w) die Antwort von A auf die Eingabev.
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Bemerkung: Beim Moore-Automaten fuhrt jede Eingabe (aughauch zu einer Ausgabe
x € A*mit |z| > 1! Trotzdem sind Mealy- und Moore-Automaten im wesentlichen aquivalent:

Satz 2.22

1. Fur jeden Moore-Automaterd gibt es einen Mealy-Automate#i derart, dal3 fur alle
Worterw € X die Antwort des Mealy-Automateti aufw das Wortv € A* ist, wenn$v
die Antwort des Moore-Automatehaufw ist.

2. FUr jeden Mealy-Automated’ gibt es einen Moore-Automatet derart, dafd fur alle
Worterw € X die Antwort des Mealy-Automateti aufw das Wortv € A* ist, wenn$v
die Antwort des Moore-Automatehauf w ist.

Beweis:

Idee: Die Uberfiihrung eines Moore-Automaten in einen entsprechenden Mealy-Automaten
ist einfach. Das Zeichen, das im Moore-Automaten beim Erreichen des Zustandes ausgegeben
wird, wird im Mealy-Automaten bereits beim Ubergang in diesen Zustand ausgegeben.

Die Uberfiihrung eines Mealy-Automaten in einen entsprechenden Moore-Automaten ist etwas
komplizierter, da bei Ubergangen in denselben Zustand verschiedene Ausgaben maglich sind.
Daher mussen die Zustande entsprechend repliziert werden (fir jede mdgliche Ausgabe eine
eigene Version des Zustandes).

Ein ausfihrlicher Beweis wird in der Ubung gefuihrt (Blatt 7, Aufgabe 1). O

Bemerkung: Mealy- und Moore-Automaten sind nicht zum Erkennen von Sprachen gedacht,
sondern zum Berechnen (von sehr einfachen) Funktionen. Deshalb kommen sie auf unserer
“formal-sprachlichen Landkarte” nicht vor. Nattrlich gibt es Analogien zu den endlichen Auto-
maten (Rabin-Scott-Automaten). Aber es gibt auch deutliche Unterschiede. Beispielsweise un-
terscheidet sich die Ausdrucksmaéchtigkeit der deterministischen und der nicht-deterministische
Automaten mit Ausgabe.
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Kapitel 3

Kontextfreie Sprachen

1 Kontextfreie Grammatiken

Regulare Sprachen stellen eine einfache Moéglichkeit dar, Sprachen zu definieren und auch zu
analysieren. AulRerdem haben sie sehr schéne Eigenschaften: Sie sind unter vielen Operationen
abgeschlossen, und die meisten Probleme sind flr regulare Sprachen entscheidbar.

Allerdings sind viele praktisch relevante Sprachen nicht regular. Beispielsweise ist die Sprache
der korrekten Klammerausdriicke nicht regular. Generell lassen sich verschachtelte Strukturen
(beliebiger Tiefe) nicht als reguléare Sprache formulieren, da man mit regularen Sprachen nicht
(beliebig weit) zahlen kann. Verschachtelte Strukturen kommen aber in vielen Bereichen der
Informatik vor (z.B. in Ausdrticken oder bei ineinander verschachtelten Schleifen oder Alterna-
tiven).

In diesem Abschnitt betrachten wir nun eine Sprachklasse, die auf die Definition verschachtelter
Strukturen zugeschnitten ist: dientextfreien Sprachen

1.1 Motivation und Definition

Ahnlich wie bei regularen Sprachen, gibt es verschiedene Charakterisierungen von kontextfrei-
en Sprachen: eine Uber das Automatenmodell und eine Uber die Grammatik. FUr kontextfreie
Sprachen ist die einfachste Charakterisierung wohl die kibratiextfreie Grammatiken

Kontextfreie Grammatiken oder Varianten davon (z.B. Béekus-Naur-Formsind DAS Mit-

tel zur Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen (oder eines wesentlichen Anteils
davon).

Historisch wurden kontextfreie Grammatiken zunéchst von einem Linguisten definiert (N. Chomsky).
Definition 3.1 (Kontextfreie Grammatik) Eine GrammatikG = (V. X, P, S) heildtkontext-
frei, wenn giltP C V' x (V U X)*. Eine Sprachéd. heildtkontextfrei wenn es eine kontextfreie
GrammatikG gibt, die L erzeugt (d.hL = L(G)).

Jede Produktion einer kontextfreien Grammatik hat also die Farm amit A € V unda € (VUX)*.
Da a = ¢ nicht ausgeschlossen ist, kénnen die Produktionen auch die Borme haben.

55
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Zur Erinnerung wiederholen wir hier nochmals kurz die wichtigsten Begriffe und Definitionen flr
Grammatiken (siehe Definitidh2 auf Seited) fir den Spezialfall der kontextfreien Grammatiken:

- Direkte Ableitbarkeit:oc = 3 genau dann, wend — 3 € P und~,~ € (V U X)* mit
a=~vA~y undg = ~3'+ existieren.

- Ableitbarkeit:a =¢, 8

- Ableitbarkeit in: Schritten:a =%, 3

- Satzformaa € (VUX)* mitS = a.

- Satzw € X* mit S =¢ w.

Die Bezeichnung ,kontextfrei“ beruht auf der Tatsache, daf} bei Anwendung einer Produktion
A — [ die VariableA unabhangig von dem Kontexy ind~’), in dem sie vorkommt, durch

ersetzt wird. Die Anwendung von Produktionen an verschiedenen Stellen einer Satzform sind
also vollkommen unabhéangig voneinander. Dies wird in der Aussage 3 des folgenden Lemmas
formalisiert; als weitere Konsequenz ergibt sich, daf3 sich jede Ableitung als Baum darstellen
laikt. Darauf gehen wir in Abschnitt2 noch genauer ein.

Lemma 3.2 SeiG = (V, %, P, S) eine Grammatik. Es gilt:

1. Seiena, § € (V U X)* mita =, 3. Dann gilt fur alley,~" € (V U £)* auchyay’ =4
/

By

2. Furi=1,... ,nseieny, §; € (VUX)* mito :>g Byundi; € N.Danngilta . .. a,, =5

By... By miti =37 .

3. Sei nunG kontextfrei. Fur jedes=1,...,nseiq € (VUX)*und seif € (VUX)*, so
daB gilta; . .. ay =, (3. Dann existiert fiir jedes=1,...,nein3 € (VU X)* und ein
7, € Nmitoy #ZGl G, B=p0...0,undi = Z?:l 1.

Redaktioneller Hinweis: Zu Aussage 3 kénnte man noch eine graphische Darstellung machen.

Die Aussagen 1 und 2 von Lem®\& gelten fir jede Grammatik; lediglich fur die ,Umkehrung®, also
Aussage 3, mussen wir voraussetzen, @d®ntextfrei ist.

Beweis:Das Lemma wird in der Ubung (Blatt 7, Aufgabe 3) bewiesen. Dazu wenden wir im
wesentlichen die Definition der direkten Ableitbarkeit an und weisen die Aussagen durch In-
duktion Gber die Lange der Ableitung nach. O

1.2 Ableitungsbaume

Eine weitere Konsequenz der Einschrankung auf kontextfreie Grammatiken ist, dal3 sich jede
Ableitung als Baum darstellen laf3t. Diese Darstellung ist in vielen Fallen zweckmafiger als die
Ableitung selbst; denn der Baum liefert die syntaktische Struktur des Wortes. Dieser Baum wird
AbleitungsbaunoderSyntaxbaungenannt.
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B(): A B; = /\ Bs=a Bgzb

Abbildung 3.1. Ein BaumBj mit seinen Teilbdume®;, B, und Bs.

Beispiel 3.1
Wir betrachten nochmals die Grammatik, die wir bereits aus dem Beisgialf Seite9 ken-
nen. Wir geben den Ableitungsbaum fur das Wost (b * a) an:

A —- A+ A A
/|

A = Ax A A+\A
A—>(A) ‘ /‘\
A — a a ( A )
L sy

\

v

An der Wurzet des Ableitungsbaumes steht das Axiom. Jede Verzweigung an einem Knoten
des Baumes entspricht einer Produktion der Grammatik. Die Blatter des Baumes sind die Zei-
chen des Terminalalphabetes. Formal definieren wir die Ableitungsbaume induktiv von unten
nach oben. Da wir die Baume von unten nach oben (d.h. von den Blattern zur Wurzel) aufbauen,
missen wir in der induktiven Definition auch Baume betrachten, die bei einer beliebigen Va-
riable beginnen (vgl. Abl8.1). Um die Definition zu vereinfachen, betrachten wir sogand

alle Zeichenz aus dem Terminalalphabet als Baume mit genau einem Knoten. Wir definieren
also etwas allgemeinerBaume, deren Wurzel ein Symbhelist, wobeiz € V U X U {¢}. In

der induktiven Definition der Baume, ordnen wir jedem Baum auf3erdem ein Wort zu, das wir
denRanddes Baumes nennen und dem dem abgeleiteten Wort entspricht.

Achtung: Hier weichen wir kurzzeitig von unseren Konventionen ab. Der Bezeichateit hier nicht

far ein Wort, sondern fiir ein Zeichen alisoder X oder fiir das leere WoHg.

Definition 3.3 (Ableitungsbaum,z-Baum, Rand)
SeiG = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Fire V UX U {¢} definieren wir induktiv
die Menge der:-Baumeund ihrenRandwie folgt:

1. Furz € ¥ U {e} istx einz-Baum und es gilRand(z) = =.

L In der Informatik ist die Wurzel im Gegensatz zur Biologie oben. Die Baume wachsen nach unten — und
demzufolge wachsen die Baume in der Informatik nicht in den Himmel.
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2. WennA — x;...x, € P eine Produktion mitx > 1 ist mitz; € V U X fur jedes
i€ {l,...,n},undfallsB; fur jedesi € {1,...,n} einx;-Baum mit Ranf;) = w; ist,
dann ist

ein A-Baum mitRand(B) = w ... w,.

Achtung: Auf den Kindern eines Knotens ist eine Ordnung definiert; Ableitungsbdume sind also
geordnete Baume.

3. Fir eine Produktioldd — ¢ € P ist

ein A-Baum mitRand(B) = ¢.
JederS-BaumB heif3tAbleitungsbaunvon G fur das Wort Ran(iB).

Offensichtlich gibt es einen engen Zusammenhang zwischen den Ableitungsbdumen und den
Ableitungen einer Grammatik:

Satz 3.4 (Ableitungsbaume und Ableitungen)
SeiG = (V, 3, P, S) eine kontextfreie Grammatik und € ¥*. Dann giltS =}, w genau dann,
wenn ein Ableitungsbaud mit Rand(B) = w existiert.

Beweis:

.= Zunéchst zeigen wir, dass zu jeder Ableitung einer kontextfreien GramrGagiia ent-
sprechender Ableitungsbaum existiert. Wir zeigen etwas allgemeiner, dal3 es fir jedes
V' UX U{e} und jede Ableitung: =, w einenz-Baum mitRand(B) = w gibt.

Wir konstruieren diesen Bau induktiv tiber die Lange der Ableitung=-, w:

i=0: Ausz = w folgt z = w; insbesondere gilt dann wegene %* auchz €
Y U {e}. Gemal Definitior8.3.1 istz ein z-Baum mitRand(x) = = w.

i—i+1: Gelte alsar ="' w. GemaR DefinitiorL.2 gibt es eine Produktios —
Ty...t, EPMitA=2z,z, € VUXundz, ...z, =4 w.

Wir unterscheiden nun zwei Falle:



1. KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN 59

n > 1: Gemal Lemma.23 gibt es dann Wértew, ..., w, und Zahlen
i1y in € NMita; =% wy, i < dundw = wy . .. w,.
Gemalf der Induktionsvoraussetzung gibt es dann fir jeddd, ..., n}
einenz;-BaumB; mit Rand(B;) = w;. Gemalf Definitior8.3.2 ist dann

B = RN
B, --- B,
ein A-Baum mitRand(B) = w; . .. w, = w.

n =0: In diesem Fall giltw = ¢ und die Produktion ist — ¢. GemaR
Definition 3.3.3 ist dann

p-

3
ein A-Baum mitRand(B) = ¢.

»<=": Nun zeigen wir, dal3 zu jedem Ableitungsbausreiner kontextfreien Grammatik eine
entsprechende Ableitung existiert. Wir konstruieren dazu induktiv tber den Aufbauaeines
BaumesB eine Ableitungr =%, w mit Rand(B) = w.

1. SeiB = z € ¥ U {e} ein z-Baum mit Rand(B) = x. Wegen der Reflexivitat der
Ableitbarkeit gilt offensichtliche =7, .

2. Fur eine Produktio®d — x; ...z, mitn > 1 undx;-BaumeB; mit Rand(B,;) = w; Sei

A
B = VRN
B, - B,

ein A-Baum mit Rand(B) = w; ... w, = w. Gemal Induktionsvoraussetzung gibt es
fur jedesl € {1,...n} eine Ableitungz; =, w;. Mit Lemma3.2.2 gilt somitA =¢
T1... %y =5 Wy ... wy,. Damitgilt A =7 w.

3. Fur eine ProduktioA — ¢ € P sei
B = “4 ein A-Baum mit Rand(B) = ¢. Gemal DefinitiorlL.2 gibt es dann eine
9

Ableitung A = ¢; also gilt insbesonderd =7, ¢.

1.3 Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit

Im allgemeinen gibt es fir ein Wort der erzeugten Sprache einer kontextfreien Sprache viele
verschiedene Ableitungen, da die Ableitungsschritte an verschiedenen Stellen einer Satzform
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unabhéngig voneinander sind (vgl. Lem®&) und deshalb in beliebiger Reihenfolge ange-
wendet werden kdnnen.

Ableitungsbdume haben nun den Vorteil, dal3 sie die Reihenfolge von Ableitungsschritte an
verschiedenen Stellen nicht festlegen. Es besteht also eine gewisse Chance, dal3 der Ableitungs-
baum fur ein Wort der erzeugten Sprache (bis auf Isomorphie) eindeutig ist.

Frage: Gibtes fur jedes erzeugte Wort einer Grammatik einen eindeutigen Ableitungsbaum?
Die Antwort ist Nein! In BeispieB.2diskutieren wir eine mehrdeutige (nicht eindeutige) Gram-
matik. Tatsachlich ist es sehr einfach (vgl. Ubung 7) mehrdeutige Grammatiken zu konstruieren.
Das folgende Beispiel zeigt aber noch mehr: Mehrdeutigkeit ist in den meisten Fallen uner-
wuinscht (z.B. bei der Syntaxanalyse bzw. im Compilerbau).

Beispiel 3.2 (Mehrdeutige Grammatik)

Wir betrachten eine Grammatik (bzw. einen Ausschnitt daraus), die die Syntax von ,kurzen®
und ,langen” bedingten Anweisungen beschreibt, wobei wir die Regeln fir elementare Anwei-
sungen oder weitere Kontrollkonstrukte weglassen:

<statement> — if <expressionthen <statement>

<statement> — if <expressionthen <statementelse<statement>
<statement> —

<expression> —

Nun betrachten wir das Programm (das Wort)
if x=ythenif x<0theny:=0elsez:=0
Fur dieses Programm gibt es zwei verschiedene Ableitungsbaume:

<statement>

N

if — <expression> then <statement>
\\\
X=y if <expression> then <statement> else <statement>
x<0 y:=0 z=0
<statement>
/ \\\
if <expre4 then <statement>  else <statement>
o
X=y <expression> then <statement> z.=0

x<0 y:=0
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Im ersten Fall gehdrt dezlseTeil zur innerenf-Anweisung; im zweiten Fall gehort detse

Teil zur aulRerenf-Anweisung. In konkreten Programmiersprachen durfen solche Mehrdeu-
tigkeiten nicht vorkommen, da die verschiedenen Ableitungsb&dume verschiedene Bedeutung
haben und somit zu einer verschiedenen Ubersetzung des Programmes fiihren.

Man kann nattrlich die Mehrdeutigkeit auflésen, indem man bei mehreren mdglichen Ableitungsbau-
men einen bestimmten auszeichnet. Dies ist aber unschén. Besser ist es, die Eindeutigkeit Uber die
Grammatik zu gewahrleisten.

In den allermeisten Fallen wiinscht man sich, dass eine Grameiatikutigist, d.h. daf3 es fur
jedes von der Grammatik erzeugte Wort einen eindeutigen Ableitungsbaum gibt:

Definition 3.5 (Mehrdeutigkeit) Eine kontextfreie Grammatik heidtehrdeutig wenn es fir
mindestens ein Wort der erzeugten Sprache zwei verschiedene Ableitungsbaume gibt; anderen-
falls heil3t die Grammatikindeutig Eine kontextfreie Sprache heilharent mehrdeutigvenn

jede kontextfreie Grammatik, die diese Sprache erzeugt, mehrdeutig ist (d.h. wenn es gibt keine
eindeutige Grammatik gibt, die die Sprache erzeugt).

Beispiel 3.3
1. Beispiele fur mehrdeutige Grammatiken:
- Beispiel3.2
-S—e¢ S —as S — aaS
- Esist einfach, fur eine kontextfreie Grammatik eine dquivalente mehrdeutige Gram-
matik anzugeben.

Es gibt nur wenige kontextfreie Grammatiken, fir die das nicht geht. Kénnen Sie diese
Grammatiken charakterisieren?
2. Ein Beispiel fur eine inharent mehrdeutige kontextfreie Sprache: Wir definieren zunachst
Ly = {a"v"c*|n,k € N} und Ly = {a*V"c" |n,k € N}. Dann ist die Spraché =
Ly U Ly inh@rent mehrdeutig.
Der Beweis, dalf, inharent mehrdeutig ist, ist relativ aufwendig. Deshalb geben wir hier
nur eine Plausibilitatserklarung:

- Fur Worter aud.; gibt es einen Ableitungsbaum ags.

- FUr Worter aud.,, gibt es einen Ableitungsbaum ads.

- Es gibt aber auch Worter € L, N Lo, fur die es nun zwei Ableitungsbaume gibt,
einen inG; und einen inG,.

Achtung: Diese Plausibilitatserklarung sollte nicht mit einem Beweis verwechselt werden. Das
ist sie nicht. Das sieht man schon daran, dal3 nicht jede Vereinigung zweier kontextfreier Spra-
chen inharent mehrdeutig ist.

Mit Definition 3.5haben wir die Mehrdeutigkeit préazise definiert. Die Frage ist nun, ob wir einer
Grammatik ,ansehen” kénnen, ob sie mehrdeutig ist — und ggf. in eine aquivalente eindeutige
Grammatik Uberfihren kdnnen. Leider ist dies nicht méglich:
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- Fur eine kontextfreie Grammatik ist nicht entscheidbar, ob sie mehrdeutig ist oder nicht!
Das konnen wir hier noch nicht beweisen.

- Selbst wenn wir wissen, dal3 eine Grammatik mehrdeutig ist, kbnnen wir dazu nicht im-
mer eine aquivalente eindeutige Grammatik angeben! Im BeiS@& haben wir eine
inh&rent mehrdeutige kontextfreie Sprache angegeben; fur die kann per Definition keine
eindeutige kontextfreie Grammatik existieren.

Ganz so dramatisch sind die negativen Resultate in der Praxis jedoch nicht:

- Fur die meisten praktisch relevanten Sprachen gibt es eine eindeutige kontextfreie Gram-
matik. Dies trifft insbesondere auf die bedingten Anweisungen aus Begsgirl. Aller-
dings sind diese eindeutigen Grammatiken meist deutlich komplizierter.

Sie kdnnen sich ja mal die LALR(1)-Grammatik der Java-Syntax in ,The Java Language Speci-
fication“ (Chapter 19) ansehen.

- Fur die Syntaxanalyse schrankt man aus Effizienzgriinden die Grammatiken ohnehin noch
viel starker ein; diese starkeren Bedingungen sind entscheidbar und implizieren die Ein-
deutigkeit der Grammatik (siehe Abschriijt

Die Eindeutigkeit bzw. die Mehrdeutigkeit einer Grammatik wurde tber die Ableitungsbdume
definiert. Eingangs hatten wir bereits festgestellt, daf eine Definition direkt Gber die Ableitun-
gen weniger sinnvoll ist, da es fir einen Ableitungsbaum wegen der Vertauschbarkeit unabhan-
giger Ableitungsschritte im allgemeinen mehrere verschiedene korrespondierende Ableitungen
gibt. Ein Beispiel dafir ist in Abb3.2angegeben. Wenn jedoch die unabhangigen Ableitungs-

/ I\ A—A+A—a+A—a+b
A + A

A—-A+A—-A+b—a+b

Abbildung 3.2. Ein Ableitungsbaum mit zwei verschiedenen korrespondierenden Ableitungen

schritte in einer Ableitung immer in einer festgelegten Reihenfolge angewendet werden, gibt
es immer eine ausgezeichnete Ableitung. Dann laf3t sich die Mehrdeutigkeit Gber diese kanoni-
schen Ableitungen definieren.

Im wesentlichen gibt es zwei Moglichkeiten, diese kanonischen Ableitungen zu definieren. Ent-
weder wird in jedem Ableitungsschritt eine Regel auf die am weitesten links stehende Variable
angewendet (dann sprechen wir von eibmksableitung, oder es wird in jedem Ableitungs-

schritt eine Regel auf die am weitesten rechts stehende Variable angewendet (dann sprechen wir
von einerRechtsableitung
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Redaktioneller Hinweis: Die folgende Defintion und der folgende Satz haben noch keine Nummer, damit
die Numerierung zum handschriftlichen Skript paf3t; in einer zuklinfigen Version, werden auch diese
Definition und dieser Satz eine Nummer erhalten.

Irgendwann kénnte man bereits hier auch die Links- bzw. Rechtssatzformen definieren.

Definition (Links- und Rechtsableitung)

SeiG = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik und 5 € (V U X)*.

Wir sageng ist ausa direkt linksableitbar wenn eine Produktiodl — 3’ € P, einw € X*
und einy’ € (V U X)* mita = wA~' und§ = w3+ existieren. Wir schreiben dann= G.
Wir sagens ist ausa direkt rechtsableitbarwenn eine Produktiod — 5’ € P, einw’ € ¥*
und einy € (V U X)* mita = yAw' und = y5'w’ existieren. Wir schreiben dannZ . G.

Der Unterschied zur allgemeimenen Ableitbarkeit besteht darin, daf3 der linke Karlbext. der rechte
Kontextw’ hier ein Wort des Terminalalphabets sein muf3.

Satz
Eine Grammatik ist genau dann mehrdeutig, wenn es ein Wort der erzeugten Sprache mit zwei
verschiedenen Linksableitungen gibt.

Der Satz gilt natirlich ganz analog fuir Rechtsableitungen.

Beweis:Der Beweis baut auf den Beweisen von Satzund Lemma3.2 auf. Man mul3 zusatz-

lich zeigen, dal’ man aus zwei verschiedene Linksableitungen auch zwei verschiedenen Baume
konstruieren kann, und aus zwei verschiedenen Baumen zwei verschiedene Linksableitungen.
U

1.4 Normalformen

In diesem Abschnitt betrachten wir Spezialfalle kontextfreier Grammatikenmalformen

Wir werden sehen, dal3 es fir jede kontextfreie Grammatik eine kontextfreie Grammatik in
einer bestimmten Normalform gibt, bzw. dal3 man jede kontextfreie Grammatik effektiv in eine
aquivalenteGrammatik in dieser Normalform tberfiihren kann. Zunéchst definieren wir daher
die Aquivalenavon Grammatiken.

Definition 3.6 (Aquivalenz von Grammatiken) Zwei Grammatiker??; und G, heilRenaqui-
valent wenn sie dieselbe Sprache erzeugen (d.h. wenh@it) = L(G2)).
Achtung: In der Definition der Normalform verlangt man tblicherweise, daf? es eine eindeutige Nor-
malform flr jedes betrachtete Objekt (in unserem Falle also fur jede kontextfreie Grammatik) gibt. Dies

ist bei unseren Normalformen nicht der Fall. Der Begriff Normalform hat sich hier aber fest etabliert;
deshalb bleiben wir bei dem Begriff Normalform, auch wenn er etwas irrefiihrend ist.

1.4.1 Vereinfachungen

Zunachst zeigen wir, dal3 man jede Grammatik auf eine bestimmte Weise vereinfachen kann:
Wir eliminierennutzloséeVariablen, und Produktionen der Forth— ¢ (e-Produktionef und
Produktionen der Ford — B (Kettenproduktionen

Wir nennen eine Variablattzlich wenn sie in wenigstens einer Ableitung eines Wortes vor-
kommt. Die Nutzlichkeit zerféallt dabei in zwei Teilaspekte. Beoduktivitdtbesagt, dald aus

der Variablen wenigstens ein Wort abgeleitet werden kannEdieichbarkeitbesagt, dal3 die
Variable in einer (aus dem Axiom ableitbaren) Satzform auch vorkommt. Formal definieren wir:
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Definition 3.7 (Nutzliche, produktive und erreichbare Variablen)
SeiG = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik: Eine Variabfec V' heil3t

1. nitzlich, wenn ein Woriw € ¥* und Kontextey,~" € (V UX)* mit S =§ vAY =§ w
existieren. Andernfalls heil3t nutzlos A heif3t

2. produktiv, wenn ein Wortv € X* mit A =, w existiert; A heil3t

3. erreichbaywenn Kontexte, ' € (V U X)* mit S =¢ yAy' existieren.
Beobachtungen:
1. Wenn A nitzlich ist, dann istd auch produktiv und erreichbar.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Nutzlichkeit, der Erreichbarkeit und der Produkti-
vitat einer Variablen (unter Ausnutzung von LemBna3).

2. Wenn A produktiv und erreichbar ist, heil3t das jedoch nicht unbedingt,AdaGch nitz-
lich ist. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel (bzw. Gegenbeispiel):

Beispiel 3.4

Beispiel einer Grammatik mit einer produktiven und ntitzlichen Variablen, die nicht ntitzlich ist:
S — AX ~ A ist erreichbar
A — a ~ A ist produktiv

Die Variable A ist nicht nutzlich, da kein Satz ableitbar ist (d&a nicht produktiv ist). Die
einzige Ableitung dieser Grammatik iSt= AX = a X, wobeia X kein Satz ist.

Allerdings gilt die Aussage, wenn wir sie fur alle Variablen einer Grammatik formulieren:

Lemma 3.8 Wenn alle Variablen einer Grammatik produktiv und erreichbar sind, dann sind
alle Variablen auch nutzlich.

Beweis:Wir nehmen an, dal alle Variablen der Grammatik produktiv und erreichbar sind. Wir
missen nun fur jede Variablé € V' zeigen, daf3 sie auch natzlich ist:

Gemal Annahme ist erreichbar, d.hS =¢, vA~'. Gemal Annahme sind alle Variablen, also
insbesondere die inundy’ und A selbst, produktiv; also existiert ein € X* mit yAy' =7 w

(mit Lemma3.2.2). Die VariableA kommt also in einer Ableitung des Wortasvor und ist
somit natzlich. O

Beobachtungen:
1. Die Menge der produktiven Variablen auskonnen wir iterativ wie folgt bestimmen:

Vo={A€eV|A—we PweX*}
Vim={Ae€V|A—-aecPac (XUV)*}
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Offensichtlich giltV, C V; C V5....DaV; C V fir jedesi € N endlich ist, gibt es ein
e NmitV; =V, =V, =....Diese Menge bezeichnen wir rﬁfﬁod; sie ist effektiv
bestimmbar und entspricht genau der Menge der produktiven Variablen der Grammatik.

DaB V<, genau die Menge der nitzlichen Variablen ist, werden wir in der Ubung (Blatt 8,
Aufgabe 1.b) noch etwas ausfiihrlicher beweisen.

2. Die Menge der erreichbaren Variablen einer Grammatik kénnen wir iterativ wie folgt
bestimmen:

Vo=1{S}
Vin=V,U{AeV|B—aAp € P,BeV;}

Wieder gibtes ein €¢ NmitV; = V;,; = V;.» = ... . Diese Menge bezeichnen wir
mit V¢ ; sie ist effektiv bestimmbar und entspricht genau der Menge der erreichbaren
Variablen der Grammatik.

Satz 3.9 (Entfernung nutzloser Variablen) Fur jede kontextfreie Grammatik mit L(G) #
& gibt es effektiv eine aquivalente Grammatikohne nutzlose Variablen.

Beweis:SeiG eine kontextfreie Grammatik mit = (V, X, P, S). Wir konstruieren nun in zwei
Schritten aug- eine aquivalente Grammat{k” ohne nutzlose Variablen:

Schritt 1: Entferne alle nicht-produktiven Variablen (nebst den Produktionen, in denen sie
vorkommen):G' = (V¢ , % P, S) mit S € V¢ , (dennL(G) # @!) und mit P’ =

prod’ prod
PN (VZD(?Sod X (‘/pfod U 2)*)

Das Entfernen von nicht-produktiven Variablen und den zugehdorigen Produktionen ver-
andert die erzeugte Sprache nicht. Also §{lG") = L(G).

Schritt 2: Entferne nun alle nicht-erreichbaren Variablen &lignebst den Produktionen, in
denen sie vorkommeng” = (VS %, P”, S) mit S € VS (per Definition von’S') und

err’ err err

mit P" = P' N (VS x (VS Un)).

err err

Das Entfernen von nicht-erreichbaren Variablen und den zugehérigen Produktionen ver-
andert die erzeugte Sprache nicht. Also gilG") = L(G') = L(G).

Jetzt ist jede Variable vot” erreichbar (per Konstruktion voi”) und produktiv (erfordert
etwas Uberlegung). Nach Lemraist jede Variable voi;” niitzlich; auBerdem gilk(G”) =
L(G). O

Bemerkungen:

1. Das Vertauschen der Schritte 1 und 2 im Beweis von S&iZihrt nicht (immer) zum
gewinschten Ergebnis:

S — XY S — XY

g b 2. Schritt 9 p 1. Schritt S —b
Y —a

Y —a . Schritt ¥ — @
S —b 2. Schritt S b

Y —a
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Wenn Schritt 2 vor Schritt 1 ausgefuhrt wird, kann es nicht-erreichbare Variablen in der
konstruierten Grammatik geben (im Beispiel ist dies die Variable

2. Die Voraussetzund.(G) = @ ist notwendig, denn fUL(G) = @ muf3 die Grammatik
eine unproduktive Variable besitzen: Das Axi¢in

Diese Beobachtung liefert uns ein Entscheidungsverfahren fiir das Leerheitsproblem fir kontext-
freie SprachenZ(G) = @ gdw.S ¢ V.5 .

Als nachstes beschaftigen wir uns miProduktionen und ihrer Elimination. Dazu definieren
wir fur eine Grammatik die Menge der Variablen, aus denen sich das leere Wort ableiten Iaft.
Wir nennen diese Variablamullierbar.

Definition 3.10 (Nullierbare Variable)
Eine VariableA einer GrammatikG hei3tnullierbar, wenn giltA = ¢.

Wenn eine Variable nullierbar ist, dann ist sie insbesondere produkist auch ein Wort GbeE).

Beobachtungen: Die Menge der nullierbaren Variablen einer Grammdtik= (V. X, P, S)
konnen wir wie folgt iterativ bestimmen:

Vo={AeV|A—cec P}

Vimi={AeV|A—-wePweV'}

Wieder existiert ein € N mit V; = V;,,. Diese Menge nennen wifrC ;. Diese Menge ist also

effektiv bestimmbar und ist genau die Menge der nullierbaren Variableid:von

Satz 3.11 (Entfernung vone-Produktionen)

1. Fur jede kontextfreie Sprachieist auch die Spraché \ {¢} kontextfrei.

2. Fur jede kontextfreie Grammat mit L(G) # @ unde ¢ L(G) gibt es eine &quivalente
GrammatikG’, ohne nutzlose Variablen und ohadroduktionen.

Beweis:Fur eine kontextfreie Grammatik = (V, X, P,.S) mit L(G) \ {e} # @ konstruieren
wir im folgenden eine Grammatik’ ohne nutzlose Variablen und ohadProduktionen mit
L(G") = L(G) \ {¢}. Daraus folgt dann Aussage 1 und 2 des Satzes.

Zum Beweis von Aussage 1 missen wir auch deniFal{e} = @ (d.h.L = @ oder L = {e})
untersuchen. Die Sprachdh= @ und L = {¢} sind aber offensichtlich kontextfrei.

Wir figen nun iterativ neue Produktionen @uhinzu:

- Wenn A — A;... A, eine Produktion ist und fur ein € {1,...n} die Variable A,
nullierbar ist, dann figen wir die Produktioh— A; ... A; 1A;1... A, hinzu.

Die neue Produktion simuliert eine Ableitudy =, ¢ ausgehend von der Satzfoun ... A,
bereits bei der Anwendung der Produktion selbst (siehe 23p.
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Redaktioneller Hinweis: Dies Graphik stimmt noch nicht ganz.

Abbildung 3.3. Simulation der Ableitungl; =7, «.

Offensichtlich verandert das Hinzufiigen der Produktionen die von der Grammatik erzeugte
Sprache nicht. Da die rechte Seite der hinzugeflgten Produktion kiirzer als die rechte Seite der
Ausgangsproduktion ist, kann irgendwann keine neue Produktion mehr hinzugefugt werden.
Die Grammatik, die wir dann erhalten, nennen @ir; sie ist aquivalent zur Grammatik.
AulR3erdem ist nun eine Variablé genau dann nullierbar, werh — ¢ eine Produktion voidr;

ist.

Nun l6schen wir aus/; alle e-Produktionen; diese Grammatik nennen @i. In allen Ablei-
tungsschritten au3er dem ersten, konnen wir die Anwendung&ifevduktion von&; durch
Anwendung einer der hinzugeflgten Produktionen in einem friheren Ableitungsschritt simu-
lieren. Nur die Anwendung einerProduktion im ersten Ableitungsschritt kbnnen wir nicht
simulieren. Also giltL(G2) = L(G1) \ {e} = L(G) \ {¢}.

WegenL(Gs2) = L(G) \ {¢} # @ kénnen wir mit Satz3.9 alle nutzlosen Symbole aus,
entfernen und erhalten eine kontextfreie Grammétilohne nutzlose Variablen und ohne
Produktionen mitL(G’) = L(G) \ {e}. O

Zuletzt zeigen wir, dal? man in einer Grammatik keine Kettenproduktionen bendtigt:

Satz 3.12 (Entfernung von Kettenproduktionen) Fir jede nicht-leere kontextfreie Sprache,
die ¢ nicht enthalt, gibt es effektiv eine kontextfreie Grammatik ohne nutzlose Variablen, ohne
e-Produktionen und ohne Kettenproduktionen (d.h. ohne Produktionen der &ermB).

Beweis:Gemal Sat3.11existiert effektiv eine Grammatil = (V, X, P, S) ohnes-Produktionen.
Wir definieren nun:

P'=PU{A— a|A=} B=¢amit|a] > 2odera € ¥*}

In P’ figen wir fur jede Sequenz von Kettenproduktionken=-}, B gefolgt von einer ,Nicht-
Kettenproduktion“B — « eine entsprechende abkirzende Produktibn~ o hinzu. Diese hinzu-
gefuigten Produktionen sind alle keine Kettenproduktionen.

Die Menge der hinzugefiigten Produktionen ist endlich und effektiv bestimmbar. AuRerdem@nthalt
keines-Produktionen.

Offensichtlich giltL(G") = L(G), da die neu hinzugefligten Produktionen nur ,,Abkirzungen
sind. Nun I6schen wir au&’ die Kettenproduktionen, d.h. wir definieré#’ = (V, %, P' \
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(V xV),S). Die GrammatikG” enthalt wedee-Produktionen noch Kettenproduktionen. Au-
Rerdem ist die Grammatik” aquivalent zu, da in jeder Ableitung void- jede Sequenz von
Kettenproduktionen durch eine der hinzugefiigten Produktionen simuliert werden kann.

Wie im Beweis von Sat3.9 kdnnen wir nun noch die nutzlosen Variablen eliminieren, ohne
dabeie-Produktionen oder Kettenproduktionen zu erzeugen. Dies ist die gesuchte Grammatik.
O

1.4.2 Die Chomsky-Normalform

Bisher haben wir nur gezeigt, daf? fur jede kontextfreie Sprache eine aquivalente kontextfreie
Grammatik ohne ,Mull* existiert. Die Form der Produktionen haben wir dabei jedoch nicht (si-
gnifikant) eingeschrankt. Nun schranken wir die Form der Produktionen noch starker ein. In der
Chomsky-Normalform (CNFBchranken wir die Produktionen so ein, dal3 die Ableitungsbaume
im wesentlichen Bindrbaume werden.

Satz 3.13 (Chomsky-Normalform (CNF)) Jedes-freie, nicht-leere kontextfreie Sprache wird
von einer kontextfreien Grammatik erzeugt, deren Produktionen die Borm BC' oder A —
a haben (und die keine nutzlosen Variablen enthalt).

Was die nutzlosen Variablen betrifft, gibt es in der Literatur verschiedene Definitionen. Manchmal wird
verlangt, dal3 in einer Grammatik in CNF keine nutzlosen Variablen vorkommen, manchmal nicht;
deshalb haben wir diese Bedingung in Klammern gesetzt.

Beweis:Wir skizzieren hier nur die wesentliche Idee:

Gemal Sat3.12gibt es fur die Sprache eine kontextfreie Grammétik= (V, %, P, S) ohne
nutzlose Variablen, ohneProduktionen und ohne Kettenproduktionen. Aus dieser Grammatik
konstruieren wir nun in zwei Schritten eine &quivalente Grammatik in Chomsky-Normalform:

1. Schritt: FUr jedes Terminalzeichen € X figen wir eine neue Variabl8, und eine neue
ProduktionB, — a hinzu.

AulRRerdem ersetzen wir in jeder Produktidn— « mit || > 2 jedes Zeichem € X in
o durch die neue Variabl8,.

Die so entstandene Grammatik nennen @&/ir= (V/, %, P’ S). Jede Produktion dieser
Grammatik hat nun die Forml — a oderA — A;... A, mitn > 2undA; € V.
Offensichtlich giltL(G") = L(G).

2. Schritt: Nun ersetzen wir iz’ jede Produktion der Ford — A; ... A, mitn > 2 durch
die folgendem — 1 Produktionen:

A — Ay
Cl — AQCQ
02 — Agcg
On—2 - An—lAn
wobei(C, ..., C,_, neue Variablen sind.
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Bemerkungen:

- Ableitungsbdume einer Grammatik in Chomsky-Normalform sind im wesentlichen voll-
stéandige Binarbdume. Bis auf die vorletzten Knoten, also die, die ein Terminalzeichen
erzeugen, haben alle inneren Konten genau zwei Kinder. Dies sieht man leicht am folgen-

den Beispiel:
S
S —- AB /|
A— AA /“4 B
A—a A A
B—b | |
a a b

- Jede Ableitung eines Wotit der Langen besitzt fir eine kontextfreie Grammatik in CNF
genaw2n — 1 Ableitungsschritte (wir sagen, daf3 die Ableitung déenge2n — 1 hat). Die
Zahl der Ableitungsschritte setzt sich wie folgt zusammen:

- n — 1 Ableitungsschritte mit Regeln der Forh — BC'. Bei jeder Anwendung
dieser Regeln wird die Satzform um ein Zeichen l&anger. Da wir mit dem Startsymbol
S (also einer Satzform der Lange 1) beginnen, missemwirl Regeln der Form
A — BC anwenden, um eine Satzform der L&ngeu erzeugen.

- n Ableitungsschritte mit Regeln der Forh — a, um jede Variable in ein Termi-
nalzeichen umzuwandeln.

Betrachten wir die Ableitung des Wortes= aaab mit der Grammatik aus dem obigen
Beispiel:

S = AB = AAB = AAAB = 3 Schritte
aAAB = aaAB = aaaB = aaab 4 Schritte

Diese Erkenntnis liefert uns ein Entscheidungsverfahren fiir die FrageL(G). Denn fir das
Wortw mussen wir ,nur* die endlich vielen Ableitungen der Larye — 1 durchprobieren und
Uberprufen, ob sie eine Ableitung fiir sind. Dieses Verfahren ist effektiv; die Effizienz dieses
Verfahrens ist allerdings grausam! Wir werden spéater ein viel effizienteres Verfahren kennenler-
nen.

1.4.3 Die Greibach-Normalform

An der Chomsky-Normalform gefallt uns, dass die zugehérigen Ableitungsbaume im wesent-
lichen Binarbdaume sind. AuRerdem bleibt bei der Umwandlung einer beliebigen Grammatik in
eine aquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform die Struktur des Ableitungsbaumes der
urspringlichen Grammatik erhalten.

Ein Problem der Chomsky-Normalform ist jedoch, daR in einer Ableitung zunachst keine Ter-
minalzeichen erzeugt werden. Die Konstruktion einer Ableitung fur ein Wort wird deshalb nicht

vom abzuleitenden Wort getrieben. Zu diesem Zweck sind Regeln der £errua mita € X
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undy € V* besser geeignet, da man sich bei der Wahl der nachste Regel am nachstenZeichen
des Wortes orientieren kann. Dabei wird in jedem Ableitungsschritt genau ein Terminalzeichen
erzeugt. Fur eine Grammatik mit Produktionen der obigen Form sagen wir, die Grammatik sei
in Greibach-Normalform

Trotz dieser praktisch klingenden Motivation ist die Greibach-Normalform nicht von groRem prakti-
schen Nutzen. Sie erleichtert uns jedoch die Herstellung des Zusammenhangs zwischen kontextfreien
Sprachen und Kellerautomaten.

Vorbereitende Uberlegungen Fur den Beweis der Existenz der Greibach-Normalform bend-
tigen wir einige weitere aquivalente Umformungen von Grammatiken.

Beispiel 3.5

Die erste Produktion der Grammatik auf der linken Seite ist nicht in Greibach-Normalform.
Offensichtlich wird aber da® der rechten Seite dieser Produktion entweder darotierb A
ersetzt; wir kdnnen also die Produktioh — BC' durch zwei Produktionedd — bC und

A — bAC ersetzen, wie dies in der rechten Grammatik dargestellt ist.

A — BC A —bC | aAC
B—b|bA - B—bl|aA
C—cl|cB C —c|cB

Durch diese Transformation werden zwei Ableitungsschritte der linken GramratikBC' =
bC bzw. A = BC = bAC zu einem Ableitungsschritt = bC' bzw. A = bAC zusammenge-
faf3t.

Diese Zusammenfassung von Ableitungsschritten durch Substitution einer Variablen durch alle
ihre rechten Seiten kdnnen wir noch etwas allgemeiner wie folgt formulieren:

Lemma 3.14 (Substitution auf der rechten Seite einer Produktion)SeiG = (V, %, P, S) ei-
ne kontextfreie Grammatiki — «B( eine Produktion vorG mit o, 5 € (V U X)* und
B € V.SeiRg = {y € (VUX)* | B — v € P} die Menge aller rechten Seiten van
und P’ = (P\{A — aBf}) U{A — ay8 | v € Rg} undG' = (V,%, P',S). Dann gilt
L(G") = L(G).

Beweis:Wir beweisen die Gleichheit, indem wir die Inklusion in beide Richtungen zeigen:

,C"“ Wir zeigen, dal? mitv € L(G') auchw € L(G) gilt. Da G alle Produktionen au§” bis
auf die Produktionetd — a3 mit v € Rp enthélt, gentgt es zu zeigen, dald wir diese
Produktion inGG simulieren kdnnenA =4 aBS =¢ ayf.

,2"  Wir zeigen, dal mitv € L(G) auchw € L(G") gilt. Dazu betrachten wir einen Ablei-
tungsbaum fuw in G. Wenn in dem Baum die Produktioh— «B# nicht (als Verzwei-
gung) vorkommt, ist der Baum auch ein Ableitungsbaur@ifweil G’ alle Produktionen
von G aullerA — o B enthalt), und damity € L(G").

Wir betrachten nun einen Ausschnitt eines Baumes, in dem die Produktierv B als
Verzweigung vorkommt. Ein solcher Teilausschnitt ist auf der linken Seite von 2Bb.
dargestellt. Dabei mul} fiiy eine ProduktionB — ~ existieren. Also istA — ayf
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Abbildung 3.4. Transformation des Ableitungsbaumes

eine Produktion vor;’; wir kdnnen also den Ausschnitt auf der linken Seite durch den
Ausschnitt auf der rechten Seite von A4 ersetzen. Wenn wir alle Vorkommen von
A — aBf in dem Ableitungsbaum id- auf diese Weise ersetzen, erhalten wir einen
Ableitungsbaum fiw in G'. Also gilt w € L(G").

O
In Beispiel3.5hat die Substitution auf der rechten Seite einer Produktion sofort zu einer Gram-
matik in Greibach-Normalform geftihrt. Dies ist leider nicht immer der Fall. Insbesondere bei
Grammatiken mitinksrekursivenProduktionen, d.h. mit Produktionen der Foun— Aa,
fuhrt dies nicht zum Ziel. Wir missen deshalb linksrekursive Produktionen eliminieren.
Auf der linken Seite von Abb3.5 ist eine Grammatik mit linksrekursiven Produktionen flr
A dargestellt. Darunter ist ein Ableitungsbaumdnschematisch dargestellt. Auf der rechten
Seite ist eine aquivalente Grammatik angegeben, in der die linksrekursiven Produktioden fur
durchrechtsrekursive’roduktionen fur eine neue Variable simuliert werden. Offensichtlich
erzeugen die Grammatiken dieselben Sprachen. Der Ableitungsbaum wird durch diese Trans-
formation ,rotiert”.
Diesen Sachverhalt formalisieren wir nun (dabei entspri¢htgenau der Menge der; in
Abb. 3.5und Az der Menge dep;):

Lemma 3.15 (Elimination linksrekursiver Produktionen) SeiG = (V,%, P, S) eine kon-
textfreie Grammatik, seil eine Variable der Grammatik und seien die Mengénund Ag
wie folgt definiert:

A, = {ae(VUE)"|A— Aa € P}
Ag = {Be(VUX)' |A—pBeP AF: B=Af}

Wir definieren nun eine Menge von Produktionen

P = P\({4} x (VUx)*) } léschtalleA-Produktionen

U{A— 3|5 € Ag} - |
U{A — BB | B € Az} rotiert A-Produktionen
U{B — « | = Aa}

U{B — aB|a€ Ay} } zusatzlicheB-Produktionen
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A— Ao | Aag | ... | Aoy, A—=pBi|Ba]. ... | Bm
A= BBl .| Bm A— BB|BB|...|B.B
B—aB|lwB]|...|a,B
B—aj|lay]...|ay
A A
e N
A CkiO ] B

Abbildung 3.5. ,Rotation"des Ableitungsbaumes

wobeiB ¢ (V U X)* eine neue Variable ist. Fur die GrammatiK = (V U {B}, %, P',S) gilt
dannL(G) = L(G').

Beweis:Formalisierung der Vortiberlegung (vgl. Atsh5). OJ

Bemerkung: Die Struktur der Ableitungsbaume fur dasselbe Wort unterscheiden siGh in
und inG’ deutlich!

Uberfiihrung in GNF:  Die Uberfiihrung einer Grammatik in Greibach-Normalform ist eine
geschickte Kombination der Transformationen aus Ler3md und Lemma3.15 Insgesamt

ahnelt dieses Verfahren, dem Verfahren zum Lésen eines linearen Gleichungssystems (Gaul3-
elimination und Ruckwartssubstitution). Wir erklaren dieses Verfahren zunachst anhand eines
Beispiels; das Verfahren selbst wird dann im Beweis von Sdtzangegeben.

S — AB S — AB S — AB
A — AA A — a cC — A A — a cC —- A
A — a ~ A — aC C —-— AC ~ A — aC C — AC
B — b B — b B — b
B — S B — SA B — aBA

B — aCBA

(a) (v) ©

Abbildung 3.6. Uberfiihrung einer Grammatik in Greibach-Normalform: Schritt 1
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Beispiel 3.6
Wir werden im folgenden zeigen, wie man die Grammatik aus Alii{a) in Greibach-Normalform
Uberfuhrt:

1. Schritt: Zunachst legen wir eine Reihenfolge auf den Variablen der GrammatikSest:
A < B (wir haben die Regeln der Grammatik bereits gemal dieser Reihenfolge sortiert).
Im ersten Schritt sorgen wir nun daftr, daf? auf der rechten Seite aller Regeln einer Varia-
blen X als erstes Symbol entweder ein Terminalzeichen oder eine Vatiailig Y > X
vorkommit.

Dazu gehen wir der Reihe nach die Regeln der VariaSlea und B durch:

S: Die (einzigen) Regel fus ist bereits in der gewiinschten Form (das erste Symbol
der rechten Seite ist und es giltA > 5).

A: Die RegelA — AA hat noch nicht die gewiinschte Form, da# A (die Regel
ist linksrekursiv). Deshalb fihren wir eine Rotation der Regeln4ijltemma3.15
durch mitA4, = {A}, As = {a} und der neuen Variablefi. Dann erhalten wir die
Grammatik aus AbIs.6 (b).

In dieser Grammatik haben nun auch die Regelr4fidlie gewtinschte Form.

B: Die RegelB — SA hat noch nicht die gewiinschte Form, Sla< B. Um diese
Regel in die gewiinschte Form zu bringen, substituiererbviirdieser Regel durch
seine rechten Seiten (Lemrdl4). Wir erhalten also die Regdt — ABA. Diese
Regel ist leider immer noch nicht in der gewiinschten FoMyir substituieren also
nochmals (diesmal die rechten Seiten vnfir das ersted und erhalten die zwei
RegelnB — aBA und B — aC BA. Nach diesen beiden Schritten erhalten wir die
Grammatik aus Abl3.6(c).

Diese Grammatik ist bereits in der Form, die wir im 1. Schritt erreichen wollten. Insbe-
sondere sind die ersten Zeichen der rechten SeiteBvoereits Terminalzeichen.

Es hatte auch passieren kénnen, dafd nach der Substitutiomi\eurf der rechten Seite voR
eine Regel der FornB — Ba entsteht. Diese Linksrekursion héatten wir wieder durch Rotation
beseitigen mussen.

2. Schritt: Im zweiten Schritt sorgen wir daftr, daf3 in allen Regeln$iA und B das erste
Zeichen auf der rechten Seite ein Terminalzeichen ist. Fir die letzte Variable muf3 dies
nach dem ersten Schritt bereits der Fall sein. Fir die anderen Variablen erreichen wir
dies, indem wir von unten nach oben (also in umgekehrter Reihenfolge der Variablen)
substituieren.

Im Beispiel miissen wir nur noch das ergten der rechten Seite vati durch Substitution
beseitigen. Wir erhalten die Grammatik aus ABY. (d).

3. Schritt Als letztes mussen wir noch die Regeln fur die neu hinzugefligten Variablen betrach-
ten. Im Beispiel missen wir also die Variablen den rechten Seiten var substituieren
und erhalten die Grammatik aus Alib7 (e).

2 Die RegelB — ABA ist aber schon etwas ,besser”, &s— SA, daA > S.
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S — aB S — aB
S — aCB S — aCB
A — a cC —- A A — a C — a

~ A — aC C —-— AC ~ A — aC C — aC
B — b B — b C — aC
B — aBA B — aBA C — aCC
B — aCBA B — aCBA

(d) (e)

Abbildung 3.7. Uberfiihrung einer Grammatik in Greibach-Normalform: Schritte 2 und 3

Bei schematischer Anwendung der Substitution entsteht die Reget:C' zweimal. Eine davon
kénnen wir nattrlich weglassen.

Insgesamt haben wir also in drei Schritten eine Grammatik in Greibach-Normalform erzeugt.
Der erste Schritt ahnelt der Gaul3elimination und der zweite Schritt der RUckwartssubstitution.

Ganz allgemein gilt:

Satz 3.16 (Greibach-Normalform (GNF)) Jedes-freie kontextfreie Sprache kann durch eine
kontextfreie Grammatik iGreibach-Normalfornerzeugt werden, d.h. durch eine Grammatik,
deren Produktionen die Ford — aa mita € ¥ unda € V* haben.

Beweis: Sei L eine kontextfreie Sprache. Wir kénnen im folgenden annehmen, [dasgsht

leer ist, denn fur, = @ erflllt die GrammatikS — aS die Anforderungen des Satzes. Nach
Satz3.13gibt es also eine kontextfreie Grammafik= (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform

mit L = L(G). Aus dieser Grammatik konstruieren wir in drei Schritten eine aquivalente Gram-
matik in Greibach-Normalform. Da wir bei der Konstruktion nur Transformationen einsetzen,
die die erzeugte Sprache nicht verandern, ist die konstruierte Grammatik aquivaléntyou

zu sehen, dal3 die erzeugte Grammatik in Greibach-Normalform ist, geben wir fir die folgenden
Konstruktionsvorschriften jeweils die Schleifeninvarianten an.

Es ist sicher hilfreich, sich die folgenden Schritte anhand des Beispigigl veranschaulichen.

1. Schritt SeiV = {Ay,..., A, }.
Ziel ist es, die Produktionen der Grammatik so umzuformen, da3 am Ende gilt: Wenn
A; — Aja eine Produktion ist, dann gift > .
fori=1,...,n
Schleifeninvariante
- jede rechte Seite einer A, Produktion hat die Form aa oder V'V«
- flr jede Produktionen A, — Ao mit k < 7 gilt bereits j > k
while (es existiert eine Produktion A; — A;a mit j < ¢) do
losche A, — Aja [* Subst. mit Lemma 3.14 */
fige A; — ya furalle v € Ry, hinzu
od
[* Fur jede Produktion der Form A; — Ao qilt jetzt j > i */
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[* Produktionen der Form A; — A;«; eliminieren wir mit Lemma 3.15:
a; und ; wie in Lemma 3.15 und B; neue Variable */
Streiche A, — A,;a; und
fuge Az — 5j1 Az — BjBil B, — Q; und B, — O[jBi hinzu.
end

Die innere while-Schleife terminiert, da aufgrund der Schleifeninvariante der for-Schleife in
alleny = A+ gilt k£ > j; d.h. die fihrende Variable auf der rechten Seite der neuen Produktion
ist grofRer als die der ersetzten Produktion.

Nach Schritt 1 gilt nun:

- Jede Produktion fur; hat jetzt die Formd; — A;a mit j > ¢ oderA; — aa. FUr
die letzte Variabled,, konnen die Produktionen nur die Fouy), — a« haben, da
es keine Variablel; mit j > n gibt.

- Jede Produktion fUB; hat jetzt die FormB;, — A;a oderB; — aa.

2. Schritt
Ziel ist es, alleA;-Produktionen in die Form; — a« zu bringen.
fori=n—1n-2,...,1
Schleifeninvariante
jede Ay Produktion mit £ > ¢ hat die Form A, — a«
while (es existiert eine Produktion A; — A;a) do
l6sche A; — A;a [* Subst. mit Lemma 3.14 */
fige A; — ya furalle v € R4, hinzu
od
end

Nach Schritt 2 gilt nun:

- Jede Produktion fliA; hat jetzt die Form4; — aa.

- Jede Produktion fuB; hat (bereits nach dem ersten Schritt) die Fddm— A;«
oderB; — ac.

3. Schritt
Ziel ist es, jedeB;-Produktion in die FornB; — aa zu bringen.
while (es existiert eine Produktion B; — A;a) do
I6sche B, — Aja  [* Subst. mit Lemma 3.14 */
fige B; — ~ya fur alle v € Ry, hinzu
od

Nach Schritt 3 sind nun sowohl di&-Produktionen als auch dig;-Produktionen in Greibach-
Normalform. O
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Bemerkungen:

1. Bei der Konstruktion kdnnen sehr viele Produktionen entstéhem™). Dies ist nicht
praktikabel. Es existieren aber bessere Verfahren, bei denen nur kubisch viele Produktio-
nen(~ n?) entstehen kénnen.

2. Die Struktur der Ableitungsbdume wird durch die Konstruktion stark verandert (wg. der
Rotation aus Lemma.15. Damit ist diese Uberfiihrung einer Grammatik in Greibach-
Normalform ungeeignet fir den Compilerbau.

3. Das Konstruktionsverfahren ahnelt dem Verfahren zur Losung linearer Gleichungssyste-
me (siehe lineare Algebra und Gleichungssysteme flr reguléare Sprachen).

4. Die Ableitung eines Satzes einer Grammatik in Greibach-Normalform hat genau die Lan-
ge des abgeleiteten Satzes, da in jedem Ableitungsschritt genau ein Terminalzeichen er-
zeugt wird.

2 Kellerautomaten

Wir werden nun ein Automatenmodell fiir die kontextfreien Sprachen angeben und n&her unter-
suchen: diellerautomatenAhnlich wie bei endliche Automaten fiir regulare Sprachen, gibt

es verschiedene Varianten von Kellerautomaten; im Gegensatz zu den endlichen Automaten
sind diese Automaten nicht alle aquivalent zueinander. Insbesondere sind die deterministischen
Kellerautomaten nicht so ausdrucksmachtig wir die nicht-deterministischen Kellerautomaten.
Da die deterministischen Kellerautomaten besonders praxisrelevant sind, werden wir die von
ihnen erkannten Sprachen spater in Abschinitbch genauer untersuchen.

2.1 Motivation und Definition

Zunéchst Uberlegen wir uns, wie ein Automat aussehen konnte, der die Sptath&zeptiert.
Offensichtlich muf3 ein Automat fur diese Sprache ,zéhlen* kdnnen, da er tberprifen muf3, ob
die Zahl dera’s undb’s Ubereinstimmt. Der Automat mul3 also einen beliebig grof3en Speicher
besitzen. Der Automat kdnnte das Wort einlesen, und dabei jedes gelesene Zeaciie@men
Keller legen. Wenn der Automat auf das erste Zeichst®(3t, entfernt er flr jedes geleseéran

a vom Keller. Wenn am Ende allgés der Eingabe gelesen wurden, und keimehr im Keller
steht, dann akzeptiert der Automat das Wort. Mit Hilfe des Kellers kbnnen wir also zahlen;
tatsachlich kdnnen wir einen Keller als Verallgemeinerung eines Zahlers auffassen.

Natirlich mufd der Automat auch sicherstellen, dal3 kemehr im Eingabewort vorkommt,
wenn bereits eih gelesen wurde. Diese kbnnen wir wie bei endlichen Automaten sicherstellen.
Ein Kellerautomat ist also ein um einen Keller erweiterter endlicher Automat:

Definition 3.17 (Kellerautomat) Ein KellerautomatA tiber einen Alphabet besteht aus
- einer endlichen Meng@ von Zustanden mi) N ¥ = &,

- einemStartzustand, € Q,
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‘ a ‘ b ‘ c ‘ b ‘ a ‘ b ‘ Eingabe(bandy*
kann nur gelesen werden,
Kopfbewegung nur nach rechts

endliche “oben” KellerI'*
Kontrolle [—— |Z,)
Q,0 kann gelesen und geschrieben werden (aber nur oben)

Abbildung 3.8. Schematische Darstellung eines Kellerautomaten.

einemKelleralphabel’ mitQ NT" = @ (I' = X ist moglich aber nicht notig)

einemAnfangssymboV, € I'

einer Mengel” vonEndzustanden
- eineUbergangsrelation C (Q x (XU {e}) x T') x (Q x I['*)
Wir schreibend = (Q, >, T, 4, qo, 20, F).

Die Einschréankungei® N'¥ = g und@ NIT" = @ ware nicht ndtig; sie vereinfachen aber spater
die Definition der Konfigurationen eines Kellerautomaten und schrénken die akzeptierbaren Spracjen
nicht ein.

In Abb. 3.8ist ein Kellerautomat schematisch dargestellt.

Beispiel 3.7

Wir geben einen Kellerautomaten an, der die Palindrome Eiber {a, b} erkennt. Der Kel-
lerautomat arbeitet wie folgt: Zunachst werden Eingabezeichen gelesen und auf den Keller
geschrieben (,gepusht®). Irgendwann wird ,geraten, dass die Mitte des Wortes erreicht ist
(nicht-deterministisch). Ab diesem Zeitpunkt wird Gberprift, ob das oberste Symbol des Kel-
lers mit dem aktuellen Eingabezeichen tbereinstimmt; wenn ja, wird das oberste Symbol vom
Keller entfernt (,gepoppt“); wenn nein, bleibt der Automat stehen (und akzeptiert das Eingabe
Wort nicht).

Wir formalisieren nun diese Idee:

- Q@ ={w, a1}
-I'=XU{c}
- Zy=c

- (F=0)

Die Produktionen:

0 = {((q0,2,v), (q0,2y)) |z e X,y e T} U (1) Nachstes Eingabezeichempushen

{((00,,9), (q1,y)) |lye T} U (2) Entscheidung Mitte (gerade Lange)
{((q0, 2,9), (q1,y)) | r € X,y e T} U (3) Entscheidung Mitte (ungerade Lange)
{((q1,x,2), (qr,€)) |z € X} U (4) Keller mit der Eingabe vergleichen
{((q1,¢,¢), (q1,€))} (5) Anfangssymbol vom Keller I6schen
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Nun betrachten wir einigBerechnungedieses Kellerautomaten, wobei die Nummern in Klam-
mern auf die Zeile in der Definition der Ubergangsrelation verweist, die den entsprechenden
Ubergang ermoglicht.

Eingabe abba Eingabe aba
qoc qoc
agoac (1) agoac (1)
abgobac (1) abgoac  (3)
abgibac  (2) abaqic  (4)
abbgrac  (4) abaq;  (5)
abbagqic  (4)
abbaq,  (B)

Die Berechnungemines Kellerautomaten ist eine Folge von Konfigurationen des Kellerauto-
maten. Dabei besteht eine Konfiguration aus desher gelesenen Eingabewdlihks), dem
aktuellen Zustand (mitte) und demktuellen Kellerinhal{rechts).

Definition 3.18 (Konfiguration, Nachfolgekonfiguration) SeiA = (Q, 3, T, 4, qo, Zo, F') €in
Kellerautomat. Ein Worty € ¥*QI'™* heil3tKonfigurationvon A. Die Konfigurationy = ¢, 7,
hei3tStartkonfiguratiorvon A.

Fur eine Konfigurationy = wqya mitw € ¥*, ¢ € Q,y € I', a € T*undz € ¥ U {¢},
e I mit ((¢,x,v), (p,5)) € § heiBty = wappa eineNachfolgekonfiguratiowon~ in A.
Wir schreiben danny 4 +'.

Die StartkonfigurationyyZ, kénnen wir auch durchqy,Z, notieren. Dann kommt die Aufteilung der
Konfiguration in die bisher gelesene Eingabe, den Zustand und den Keller auch in der Startkonfigura-
tion besser zum Ausdruck.

Bemerkung: In der Literatur wird die Konfiguration (fast) immer anders definiert: Es wird
nicht die bisher gelesene Eingabe aufgenommen, sondern die noch zu lesende Eingabe. In unse-
rer Definition weichen wir davon ab, damit wir spater den Zusammenhang zu den kontextfreien
Sprachen einfacher herstellen kénnen. Tatsachlich mifte man weder die bisher gelesene noch
die noch zu lesende Eingabe in die Definition der Konfiguration aufnehmen. Das ist aber fur die
Definition der akzeptierten Sprache weniger zweckmaRig.

Die akzeptierte Sprache eines Kellerautomaten kénnen wir nun mit Hilfe der Berechnungen

definieren. Allerdings gibt es zwei verschiedene Varianten: Akzeptierung tber Endzustande
und Akzeptierung mit leerem Keller.

Definition 3.19 (Akzeptierte Sprache)SeiA = (Q, 2, T, §, qo, Zo, F’) ein Kellerautomat.

1. Wir nennenL(A) = {w € ¥* | qoZy F wga mitq € F'} die (Uber die Endzustande)
akzeptierte Spracheon A.

2. WirnennenN (A) = {w € 3* | gozo H* wq mitg € Q} die mit leerem Keller akzeptierte
Sprachevon A.
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Beispiel 3.8

In Beispiel 3.7 haben wir die Akzeptierung mit leeren Keller benutzt; deshalb war die Defini-
tion der Endzustandsmenge unerheblich. Wenn wir den Automaten nun zur Akzeptierung Uber
Endzustanden benutzen wollen, mif3ten wir den Automaten leicht modifizieren:

Beim Loschen des letzten Kellersymbelgeht der Automat in einen neuen Endzustanidber.

Die funfte Regel unseres Palindrom-Beispiels lautet d&(a;, ¢, ¢), (¢2,¢)) }. Die Menge der
Endzustande ist danfi = {¢-}.

Tatsachlich konnen wir jeden Automaten, der eine Sprache mit leerem Keller akzeptiert, in
einen Automaten umbauen, der die Sprache tiber Endzustdnde akzeptiert, und umgekehrt.

Satz 3.20 (Aquivalenz der Akzeptierung liber Endzustande und mit leeren Keller)

1. Fur jeden Kellerautomaten! gibt es (effektiv) einen Kellerautomateti mit L(A’) =
N(A).

2. Fir jeden Kellerautomaten!’ gibt es (effektiv) einen Kellerautomatehmit N(A) =
L(A").

Die Klasse der Sprachen, die von einen Kellerautomaten mit leerem Keller akzeptiert akzeptiert werden,
ist gleich der Klasse der Sprachen, die von einem Kellerautomaten tiber Endzustande akzeptiert werden.

Beweis:Wir skizzieren hier nur die Ideen fur den Beweis der beiden Aussagen:

1. Wir konstruieren aus dem Kellerautomatén= (Q, >, I, d, qo, Zy, F') einen Automaten
A'mit L(A") = N(A):

- A’ ersetzt im ersten Berechnungsschritt das Kellersyndgadlurch Z, X, wobei
Xy ¢ I' ein neues Kellersymbol ist.

- Dann simuliertd’ den Automater.

- WenninA’ das SymbolX, das oberstes Kellersymbol ist (d.h. wenn die Berechnung
von A mit leerem Keller beendet ist), dann I6setitdas Symbols\, aus dem Keller
und geht in einen neuen Zustanpd¢ () tber, den wir als Endzustand auszeichnen

F'={q}.

Durch diese Simulation voA geht A’ genau dann in den Endzustagpdtber, wennA
das Wort mit leerem Keller akzeptiert. Deshalb @iltd’) = N(A).

2. Wir konstruieren nun aus dem Kellerautomatéheinen Automaterd mit N(A) =
L(A’). Zunachst die grobe Idee:

- Der AutomatA simuliert den Automaten’.

- Wenn A in der Simulation einen Endzustand vet erreicht, dann kann sic’
nicht-deterministisch dafur entscheiden, den Keller vollstéandig zu I6schen (und da-
mit das bisher gelesene Wort zu akzeptieren).
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Also wird jedes Wort, dag!’ Uiber Endzustande akzeptiert, vdrmit leerem Keller ak-
zeptiert.

Es gibt allerdings noch ein Problem: WeHArbei der Simulation vorl’ den leeren Keller
erreicht, sich abed’ nicht in einem Endzustand befindet, wilddas entsprechende Wort
akzeptieren, obwohl es vofl nicht akzeptiert wird.

Dieses Problem laRt sich wie folgt I6sen: Im ersten Schritt erzéagts dem Startsymbol
Zy den KellerinhaltZ, X, mit einem neuen Kellersymbd{,. Da X, ein neues Kellersym-
bol ist, wird bei der Simulation vod’ durch A der Keller nie leer werden. Der Keller von
A wird also nur dann leer, wenn sichin einem Endzustand vaf'’ nicht-deterministisch
fur das Loschen des Kellers entscheidet. Also gilt daria) = L(A).

O

Bemerkung: Satz3.20 gilt nicht fir deterministisch Kellerautomaten. Uberlegen Sie sich
dazu, ob es einen deterministischen Kellerautomaten geben kann, der sowohl das al¢ort
auch das Wortvv (mit v # €) mit leerem Keller akzeptiert?

Die Antwort auf diese Frage gibt es in der Ubung (Blatt 8, Aufgabe 4).
Dazu mussen wir natirlich erst einmal definieren, wann ein Kellerautomat deterministisch ist:

Definition 3.21 (Deterministischer Kellerautomat) Ein KellerautomatA = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F')
heiRtdeterministischwenn fir alleq, ¢1,¢2 € Q, x € ', a € Y unda’ = a odera’ = ¢ und
ap, a0 € " mit ((q,a, ), (q1,1)) € dund((q,d,x), (g2, a2)) € d gilt: @ = d’, ¢ = ¢ und

a1 = Q9.

Man sieht leicht, dass fir einen deterministischen Kellerautomaten fir jede Konfiguration
hochstens eine Nachfolgekonfiguration existiert.

2.2 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Der zentrale Satz Uber Kellerautomaten besagt, daf3 diendnt-{deterministischgrkellerau-
tomaten akzeptierten Sprachen genau die kontextfreien Sprachen sind. Wege2 Gaizht

es, dies fur die Kellerautomaten zu zeigen, die eine Sprache mit leerem Keller akzeptieren.
Diese Aussage formulieren wir in zwei separaten Satzen (entsprechend der beiden Richtungen
der Aquivalenz).

Satz 3.22 Jede kontextfreie Sprache wird von einem Kellerautomaten (mit leerem Keller) ak-
zeptiert.

Beweis:Wir fihren den Beweis nur fur kontextfreie Spracherdie ¢ nicht enthalten (eine Er-
weiterung auf Sprachen mite L ist aber nicht schwer). Wir kénnen also nach Satfdavon
ausgehen, daf es eine Grammadtik= (V, X, P,S) mit L(G) = L in Greibach-Normalform
gibt.
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Aus dieser Grammatiks konstruieren wir nun einen Kellerautomatdnder die Sprache mit
leerem Keller akzeptiert:
A= ({¢},5,V,0,¢,5, @) mit§ = {((¢,a,B),(¢,a)) | B — aa € P}, d.h. jede Regel
der Grammatik wird in einen entsprechenden Ubergang des Automaten ubersetzt. Dann gilt
offensichtlich:

X q By k4 waqay

gelesene Keller
Eingabe

0

w B :L wWao
N , DY G 7

bereits
erzeugtes Wort
(ohne Variablen)

Per Induktion tiber die Ableitung kann man damit zeigen:
wey  Fiovgy

0

*

L /
wy =g Uy

Die Berechnung des Automaten auf einem Wort entspricht genau der Linksableitung des Wortes in
der Grammatik. Damit die Korrespondenz zwischen einer Berechnung des Automaten und der Links-
ableitung der Grammatik so offensichtlich, ist haben wir die Konfigurationen etwas anders als tblich
definiert.

Insbesondere giltv € N(A) gwd. ¢S F wq gdw. S =} w gdw. w € L(G). Also gilt
N(A) = L(G) = L. O

Bemerkung: Die Berechnung des Automatehliefert uns eine Linksableitung fir das gele-
sene Wort. Da der Automat im allgemeinen nicht deterministisch ist, hilft uns das in der Praxis
aber relativ wenig (spater mehr dazu).

Nun zur umgekehrten Richtung: Ist jede von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache kon-
textfrei?

Satz 3.23 Jede von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache ist kontextfrei.

Beweis:Nach Sat2.20reicht es, einen Kellerautomaten zu betrachten, der die Sprache mit lee-
rem Keller akzeptiert: alsel = (Q, >, T, 9, qo, Zo, F') mit N(A) = L. Fur diesen Automaten
mussen wir jetzt eine kontextfreie Grammatikmit L(G) = N(A) konstruieren.

Problem: Da A im allgemeinen mehr als einen Zustand besitzt, kénnen wir den Beweis von
Satz3.22 nicht einfach ,umdrehen®. Wir miissen sowohl den aktuellen Zustand als auch den
Kellerinhalt in den Variablen der Grammatik codieren. Deshalb sind die Variablen der Gram-
matik Tripel:[¢, B,¢'| mitq,¢ € QundB € T..
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Wir definierenG = (V, 3, P, S) nun wie folgt, wobeiS ein neues Symbol ist, das als Startsym-
bol dient:
V = QxI'xQU{S}
P = {S—lq,Zq]|qecQ}U
{la, B, ui1] — alq1, By, ¢2][q2, B2, 3] - - - [qns Bry Gnia] |
4,q1,G2, - Qi1 € Q,a € XU{e}, By, ... ,B, €T,
((Q7 a, B)(Ql? Bl s Bn)) € 6}

Fiur n = 0 sieht die entsprechende Produktion wie folgt dysB, ¢1] — a.
Offensichtlich gilt:
[Q7 Z7 Qn+1] =G a[Qla Zla Q2] [Q27 227 Q3] QR [an Zn7 Qn+1]

0

qZ ‘A aqZy...Z,

Per Induktion kann man zeigen: Wefin Z, ¢,,.1] é; algr, Z1, @)[dh, Za, qs) - - - [dys Zny Qs
eine Linksableitung ist, dann gift = ¢}, 95 = ¢4, ..., Gn = .-
Damit 1al3t sich dann per Induktion zeigen:

L*
[CL Z, Qn+1} =>a w[Ql, Z1, Q2][QQ, L, Q3] cee [Qm Zn, qn+1]

)

qZ = wqzy, ... 4,
Mit den RegelnS — [qo, Zo, ¢| fur alle ¢ € @ gilt dann:
[90, Zo, 1] =& w  gdw.w € L(G)

0
QOZO "2 wqy gdWw S N(A)
Also gilt L(G) = N(G). O

Die Linksableitung der Grammatik entspricht wieder genau der Berechnung des Kellerautomaten.

Bemerkungen:

1. Die Satze3.22und 3.23 beweisen, dass Kellerautomaten genau die kontextfreien Spra-
chen akzeptieren kénnen.

2. Achtung: Diese Aussage gilt nicht, wenn wir uns auf deterministische Kellerautomaten
beschranken. Es gibt kontextfreie Sprachen, fur die es keinen deterministischen Keller-
automaten gibt, der diese Sprache akzeptiert (weder Gber Endzustande noch mit leerem
Keller).

3. Der Beweis von Sat3.22zeigt zusammen mit Sa&23 dass Kellerautomaten, die eine
Sprache mit leerem Keller akzeptieren nur einen Zustand bendétigen.

Die Zustande also bei einem Kellerautomaten mit der Akzeptierung tber den leeren Kel-
ler eigentlich Gberflussig. Fur einige Konstruktionen sind jedoch zusétzliche Zusténde
hilfreich. Wir werden spater in der Ubung (Blatt 9, Aufgabe 1d.) sehen, daf fir Kellerau-
tomaten mit Akzeptierung Gber Endzustande zwei Zustande gentigen.
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3 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Ahnlich wie bei regularen Sprachen untersuchen wir nun die Eigenschaften der kontextfreien
Sprachen.

3.1 Eigenschaften einer kontextfreien Sprache

Auch flir kontextfreie Sprachen gibt es ein Pumping-Lemma. Allerdings ist das Pumping-
Lemma fur kontextfreie Sprachen etwas komplizierter.

Idee: Wenn eine Grammatik eine Sprachenit unendlich vielen Wortern erzeugt, dann muf3
es Worter geben, in deren Ableitungsbaum auf einem Pfad dieselbe Variable mehrfach vor-
kommt.

Abbildung 3.9. Ein Ableitungsbaum mit zwei gleichen Variablehauf einem Pfad.

In Abb. 3.9ist ein solcher Ableitungsbaum fiir ein Wart= wvwzy schematisch dargestellt.
Dabei kdnnen wir den bei Knotgi) beginnenden Teilbaum so wéhlen, daf3 auf keinem Pfad
dieses Teilbaumes zwei gleiche Variable vorkommen. Nun kénnen wir das Teilstlick des Bau-
mes zwischer{1) und (2) beliebig haufig wiederholen und erhalten so Ableitungsbaume fur
die Worteruv‘wa'y fur jedesi € N. Da in dem bei(1) beginnenden Teilbaum auf keinem
Pfad weitere Variablen doppelt vorkommen dilivz| < n flir ein geeignetes, das nur von

der Grammatik abhangt. Aul3erdem kdnnen wir davon ausgehen, daf3 in der Grammatik keine
e-Produktionen vorkommen. Also giltz| > 1.

Die Zahln ergibt sich aus:!V+!I, wobeik die Lange der langste rechte Seite einer Produktion&on
ist.

Eine prazise Formulierung dieser Uberlegung fiihrt zum Pumping-Lemma fiir kontextfreie Spra-
chen:

Lemma 3.24 (Pumping-Lemma) Fir jede kontextfreie Sprachie gibt es einn € N, so dass
fur jedes Wortz € L mit |z| > n eine Zerlegung = wvwzy mit jvz] > 1 und [vwz| < n
existiert, fur dieuv'wz'y € L fur alle i € N gilt.
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Beweis:Entweder: Formalisieren der Voruberlegung.
Oder: Spezialfall von Ogden’s Lemma (Markierung aller Buchstaben), das wir noch beweisen
werden. O

Beispiel 3.9 (Anwendung des Pumping-Lemma)

Wir beweisen, dal3 die Spraclie= {a"b"¢" | n € N} nicht kontextfrei ist. Angenommen
L ware kontextfrei, dann gabe es einc N, so dass fur jedes Wort € L mit |z| > n eine
Zerlegungz = wvwzy mit [vx| > 1 und [vwz| < n existiert, fur dievv'wz'y € L fur alle
1 € Ngilt.

Wir wahlen fur dieses das Wortz = a"b"¢" und eine beliebige Zerlegung= wvwzy mit
lvwz| < nund|vz| > 1. Wir werden dann zeigen, daB fir diese Zerlegung fiir mindi eitN
nichtuviwz'y € L gilt:

Sei alsoz = wvwaxy eine beliebige Zerlegung vonmit [vwz| < n und |vz| > 1: Wegen
lvwz| < n kdnnenv und z entweder nuw’s und b’s oder nurb’s und ¢'s enthalten. Wegen
lvz| > 1 muBvz mindestens ein Zeichen enthalten. Dann liegt ahéwa?y nicht in L, da
wvlwz?y entweder meha's alsc’s oder mehie’'s alsa’s enthalt.

Bemerkung: Wie beimuvw-Theorem fur regulare Sprachen gibt es nicht kontextfreie Spra-
chen, fir die das nicht mit Hilfe von Lemn®a24bewiesen werden kann:

L=1{ad'tc*d" | i=0oderj =k =1}
- b*c*d* kann immer aufgepumpt werden

- atb"c"d" kann mituvwzr = at undy = a*b"c"d" auch immer gepumpt werden.

Verallgemeinerung: Wir wollen bestimmte Teile des Wortesmarkieren, die gepumpt wer-
den sollen.

Zur Markierung kann man beispielsweise bestimmte Buchstaben des Wortes unterstreichen. Die unter-
strichenen Buchstaben nennen wir dann markierte Buchstaben.

Lemma 3.25 (Ogden’s Lemma)Fur jede kontextfreie Sprachke gibt es einn € N, so dass
fur jedesz € L gilt:

Wenn inz mindestens Buchstaben markiert sind, dann gibt es eine Zerlegurguvwxy, SO
dass mindestens ein Buchstabe vaderz markiert ist und hochstensBuchstaben vonwz,
markiert sind unduw‘wzx'y € L fur allei € N.

Beweis: Hier skizzieren wir nur die ldee: Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kbnnen wir
davon ausgehen, dassvon einer Grammatik: = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform ak-
zeptiert wird.

Die Spezialfélle, fir die es keine Grammatik in Chomsky-Normalform gibt, kann man sich leicht separat
Uberlegen.
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Wir wahlenn = 2!VI+1, Seinunz € L ein Wort, in dem mindestensBuchstaben markiert sind.

Wir betrachten einen Ableitungsbaufhvon w. Die markierten Buchstaben entsprechen dann
markierten Blattern des Baumes. Dieser Baum ist im wesentlichen ein Bindrbaum (vergleiche
mit den Bemerkungen zu S&atz13.

In diesem Baum wahlen wir nun ausgehend von der Wurzel einen Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt aus. Den Pfad wahlen wir immer in der Richtung des Unterbaumes, in dem mehr
markierte Blatter liegen (wenn in beiden Baumen gleich viele markierte Blatter liegen, konnen
wir uns eine Alternative aussuchen).

Auf diesem Pfad miissen wegen= 2/VI+! und der Wahl des Pfades mindest@ris+ 1 Knoten

liegen, fur die sowohl der rechte als auch der linke Unterbaum ein markiertes Blatt erithalten
Diese Knoten nennen wir nierzweigungspunkte

Auf dem gewahlten Pfad missen also mindestens zwei Verzweigungspunkte mit der selben
Variablen beschriftet sein. Wir kénnen aus den letzién+ 1 Verzweigungspunkten also zwei
Knotenv; undwv, auswahlen, die mit derselben Variablébeschriftet sind. Dieser Baum ist in
Abb. 3.10dargestellt. Aus diesem Baum ergibt sich eine Zerleguaguvwzy.

S

(%1

V2

u (Y w T )

Abbildung 3.10. Ableitungsbaum mit einem Pfad mit zwei gleich beschrifteten Knotetnd vs.

Dav; Verzweigungspunkt ist, enthalt entwedeoderx mindestens ein markiertes Blatt. Au-
Rerdem enthaltwz hochstens = 2!V1+1 markierte Blatter, da nach hochstensl' | Verzwei-
gungspunkten vorkommeén

Offensichtlich kdnnen wir fir jedes € N aus dem Ableitungsbaum firwzy auch einen
Ableitungsbaum furviwaty konstruieren (durch Weglassen bzw. wiederholen des Pfades
v7). Damit ist mituvwzxy eine Zerlegung von mit den geforderten Eigenschaften gefunden.
O

Bemerkung: Es gibt eine analoge Verallgemeinerung des-Theorems fur regulare Spra-
chen (Lemm&.11). Diese Verallgemeinerung heil3t dgatz vom iterierenden Faktor

3 Denn nur an solchen Knoten kann die Anzahl der markierten Blatter des Unterbaum abnehmen, und zwar
bestenfalls um die Halfte.

4 Ein Blatt enthalt hochstens einen markierten Buchstaben. Riickwérts entlang des Pfades kann sich die die
Anzahl der markierten Blatter eines Unterbaumes nur an einem Verzweigungspunkt erhéhen —und zwar bestenfalls

verdoppeln.
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3.2 Abschlulzeigenschaften kontextfreier Sprachen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abschlu3eigenschaften der kontextfreien Sprachen.
Wir betrachten dieselben Operationen wie fur regulare Sprachen — allerdings sind die kontext-
freien Sprachen nicht unter allen Operationen abgeschlossen.

Zunachst die guten Nachrichten:

Satz 3.26 (Abgeschlossenheit kontextfreier Spracher)ie kontextfreien Sprachen sind ab-
geschlossen unter

Operation Beweisidee
Vereinigung S — 5115
Konkatenation S — 515,
Kleene’sche Hille S —el5S
Substitution A — aBCdE ~ A — S,BCS;E
Homomorphismen Spezialfall der Substitution

Inversen Homomorphismen Simulation des Kellerautomaten auf
h(w), wobeih(w) zeichenweise be-
rechnet wird und in einen endlichen
Puffer zwischengespeicher wird.

Spiegelung A—xy...op~~A—>x,...01
Leider gibt es auch ein paar schlechte Nachrichten:

Satz 3.27 Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter:

Operation Beweisidee

Durchschnitt Gegenbeispiel: Fur die kontextfreien Sprachen=
a™b"c* und L; = a*b"c"™ ist der DurchschnittL; N
Lo, = a™b™c™ nicht kontextfrel.

Komplement Waren die kontextfreien Sprachen unter Komplement
abgeschlossen, miufdten sie auch unter Durchschnitt

abgeschlossen sein, dagilf N L, = L; U L.

Quotientenbildung Ohne Beweis. In der Ubung (Blatt 9 Aufgabe 3)
werden wir aber beweisen, dass kontextfreie Spra-
chen nicht effektiv unter der Quotientenbildung ab-
geschlossen sind.
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Kontextfreie Sprachen sind nicht unter Quotientenbildung abgeschlossen. Wenn man allerdings
nur den Quotienten mit einer regularen Sprache bildet, ist das Ergebnis wieder kontextfrei:

Satz 3.28 (Durchschnitt und Quotientenbildung mit regularen Sprachen)SeiR eine regu-
lare Sprache, dann sind die kontextfreien Sprachen effektiv abgeschlossen unter:

Operation Beweisidee

Durchschnitt mit einer reguldren Wir lassen den Kellerautomaten fir
SpracheL. N R L mit dem endlichen Automaten fur
R synchron laufen.

Quotientenbildung mit einer regu- Wird in der Ubung (Blatt 9, Aufga-

laren Sprache./R be 3) bewiesen: unter Ausnutzung
des Abschlusses unter Homomor-
phismen, inversen Homomorphis-
men und dem Durchschnitt mit ei-
ner reguléren Sprache.

4 Entscheidbarkeitseigenschaften

Nun wenden wir uns den Entscheidbarkeitseigenschaften fur kontextfreie Sprachen zu. Einige
Eigenschaften sind auch fur kontextfreie Sprachen entscheidbar. Diese werden wir uns in Ab-
schnitt4.1ansehen. Allerdings gibt es bereits fir kontextfreie Sprachen einige — auf den ersten
Blick einfache — Eigenschaften, die fir kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar sind. Diese
werden wir in Abschnité.2 ansehen.

4.1 Entscheidungsverfahren

Satz 3.29 (Leerheit/Endlichkeit) Fur jede kontextfreie Sprache (reprasentiert durch eine
kontextfreie Grammatik oder einen Kellerautomaten) ist entscheidbar, ob

- L = @ giltund ob
- |L|=w

Beweis:0.B.d.A. gehen wir davon aus, dal3 die Sprathdurch eine kontextfreie Grammatik

G mit L(G) = L reprasentiert ist.

Um die Fragel, = @ zu entscheiden, missen wir entscheiden, ob das Axiom der Gram@atik
produktiv ist. Die Menge der produktiven Variablen einer Grammatik ist effektiv bestimmbar.
Also ist L = @ entscheidbarL = @ genau dann, wenfi ¢ V& .

Um die Fragel. = w zu entscheiden, nehmen wir 0.B.d.A an, daéssén CNF gegeben ist
(insbesondere kommen i@ keine nutzlosen Variablen und keine Kettenproduktionen vor).
Wir konstruieren nun einen Graphen, dessen Knoten die Varidbléer Grammatik sind. Der
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Graph enthélt eine Kantel, B) genau dann, wenn die Grammatik eine Produktion- BC
oderA — C'B enthalt. Dieser Graph laf3t sich einfach berechnen.

Dann gilt L = w genau dann, wenn der Graph einen Zyklus (Kreis) besitzt. Da entscheidbar ist,
ob ein Graph einen Kreis besitzt, ist damit auck- w entscheidbar. O

Satz 3.30 (Wortproblem) Fuir ein Wortw € X* und eine kontextfreie Spraclieist entscheid-
bar, obw € L qgilt.

Beweis:Wir haben bereits bei der Chomsky- und der Greibach-Normalform gesehen, dal} das
Wortproblem fur kontextfreie Sprachen entscheidbar ist, da wir nur endlich (wenn auch sehr
viele) Ableitungen ansehen mussen. O

Bemerkung: Das Durchprobieren aller Ableitungen einer bestimmten Lange ist ein extrem
ineffizientes Entscheidungsverfahren fir das Wortproblem. Mit Hilfe des Algorithmus von Cocke,
Younger und KasamiGYK-Algorithmu} kann man viel effizienter entscheiden, ob ein Wort
in einer kontextfreien Spracheliegt. Wir gehen dabei davon aus, daf3 die Sprache durch eine
Grammatik in Chomsky-Normalform gegeben ist (sie ist ggf. effektiv konstruierbar).
Idee (des CYK-Algorithmus): Fur das Wortw = a; ... a,, bestimmt man fur alleg > ¢ > 1
die folgenden Mengen:

Vij={AeV]|A=Fa;...qa5}

Offensichtlich giltw € L genau dann, wenfl € V; ,,.
Die V; ; kdnnen wir (fr eine Grammatik in CNF) systematisch bestimmen:

- Vii={A€eV|A—a eP}
-Vij=Ul_Z{A€V | A— BC € P,B¢cVy,Cc Vi)

Die V; ; lassen sich systematisch gemaf3 des folgenden Schemas ausgehend von der Diagonale
bestimmen (Prinzip der dynamischen Programmierung):

a1 a2 as Q4 ce e Ap—1 Qp

‘/l,n—l ‘/Q,n—l ‘/3,11—1 V;l,n—l e Vn—l,n—l

‘/l,n ‘/2,71 Vi,n V;l,n Tt Vn—l,n @

Achtung: Dieses Schema unterscheidet sich etwas von dem Schema, dass in Informatik IV vorgestellt
wurde.
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Dieses Schema kann man derart erweitern, dal3 nicht nur entschieden wird, ob ein Wort zur
erzeugten Sprache der Grammatik gehdrt, sondern auch der entsprechende Ableitungsbaum
erzeugt wird.

Beispiel 3.10
Wir Uberprifen mit Hilfe des CYK-Algorithmus, ob das Wart = abbb von der folgenden
GrammatikG erzeugt wird:

S — AA w= a b b b
A—CS|SS {C}

A—D (%) {A}

C —a {4} {S} {A}

{5y o {5} {4}
WegenS € Vi, = {S} gilt w € L(G).

In dem Beispiel haben die Menge}); hochstens ein Element; das liegt aber an der speziellen Struktur
des Beispiels; im allgemeinen kdnnen die Menggnmehr als ein Element enthalten.

4.2 Unentscheidbarkeitsresultate

Viele Probleme, die fir regulare Sprachen entscheidbar sind, sind fur kontextfreie Sprachen
breits unentscheidbar.

Satz 3.31 (Unentscheidbare Eigenschaften kontextfreier Sprachen)
Die folgenden Eigenschaften fur kontextfreie Sprachen sind nicht entscheidbar:

- L(G) =3¢

- L(Gy) = L(Gs) (Aquivalenz)

- L(Gy) C L(Gs) (Inklusion)

- L(Gy) N L(G,) = o (Disjunktheit)
- L(G1) N L(G2) kontextfrei ?

- L(G) regular ?

L(G) kontextfrei ?

Beweis:Der Beweis ist uns im Moment noch nicht moglich. Das wesentliche Argument fir die
Unentscheidbarkeit der Disjunktheit ist, dass wir die “gultigen Berechnungen” einer Turing-
Maschine als Durchschnitt zweier kontextfreier Grammatiken formulieren kénnen. Wir kom-
men spater darauf zuriick (siehe Satz2und Ubungsblatt 11, Aufgabe 2 und Ubungsblatt 12,
Aufgabe 1.c). O
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5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

5.1 Motivation und Uberblick

In Abschnitt2 haben wir ein aus theoretischer Sicht sehr schones Resultat kennengelernt: Die
kontextfreien Sprachen sind genau die Sprachen, die von nicht-deterministischen Kellerautoma-
ten akzeptiert werden. Der Preis fur diese Aquivalenz ist der Nicht-Determinismus (im Gegen-
satz zu endlichen Automaten kdnnen wir nicht jeden nicht-deterministischen Kellerautomaten
in einen &quivalenten deterministischen Kellerautomaten tberfiihren).

Fur die Konstruktion von Parsern sind nicht-deterministische Kellerautomaten nicht beson-
ders geeignet, da der Nicht-determinismus irgendwie simuliert werden muf3 (z.B. durch Back-
tracking) das ist aber sehr ineffizient. Selbst wenn man den effizienteren CYK-Algorithmus
einsetzt, bendtigt das Parséxin®) Zeit in der Lange der Eingabe Dies ist fiir die meisten
praktische Anwendung (Compilerbau) viel zu aufwerdig

Wenn der Kellerautomat deterministisch ist, kbnnen wir ein Wort in linearer Zeit ()

parsen. Das ist das, was wir uns fur die Praxis wiinschen. Deshalb betrachten wir diese Sprachen
etwas genauer; noch ausfuhrlich werden sie natirlich in der Vorlesung Compilerbau betrachtet.

Definition 3.32 (Deterministisch kontextfreie Sprache)Eine kontextfreie Spracheheil3t de-
terministisch, wenn es einen deterministischen Kellerautomdatgibt, der die Spraché tGber
Endzusténde akzeptiert (d.b.= L(A)).

Bemerkungen:

1. Wenn wir die in Definition3.32Akzeptierung mit leeren Keller wahlen, ist die Definition
der deterministisch kontextfreien Sprachen echt schwéacher!

Eine von einem deterministischen Kellerautomat mit leerem Keller akzeptierte Sprache ist préafix-
frei. Dies gilt fur Sprachen die von einem deterministischen Kellerautomaten tiber Endzustéande
akzeptiert wird nicht.

2. Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch sind! Beispielsweise ist die Spra-
che{ww | w € ¥*} fur |X| > 2 kontextfrei aber nicht deterministisch! Wir verzichten
hier auf einen Beweis und geben lediglich eine Plausibilitatserklarung: Der Kellerautomat
muf3 die Mitte des eingelesenen Wortes erraten.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen liegt also echt zwischen der Klas-
se der regularen Sprachen und der Klasse der kontextfreien Sprachen und ,neben” den
linearen Sprachen.

Bevor wir uns der Syntaxanalyse zuwenden untersuchen wir zunéchst die AbschlufReigenschaf-
ten und die Entscheidbarkeitseigenschaften der deterministisch kontextfreien Sprachen. Da gibt
es — im ersten Augenblick vielleicht Uberraschend — deutliche Unterschiede zu den kontextfrei-
en Sprachen.

5 Wer mag bei einem vier mal langeren Programm schon 64 mal langer warten, bis es (ibersetzt ist-61 Min.
1 Std.).
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5.1.1 Abschlul3eigenschaften
Deterministisch kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter:

- Komplementbildung: Die Beweisidee hierfir ist ahnlich wie bei den endlichen Automa-
ten. Der Beweis ist aber wegen detlbergange etwas komplizierter.

Deterministisch kontextfreie Sprachen smdht abgeschlossen unter:

- Durchschnittsbildung: Der Beweis geht wie flr kontextfreien Spraciigfic* unda*b" "
sind deterministisch kontextfrei; ihr Durchschnifth”c" ist nicht einmal kontextfrei.

Vereinigung: Sonst waren sie mit dem Abschluf3 unter Komplement und dem Gesetz von
de Morgan auch unter Durchschnitt abgeschlossen.

Konkatenation: (ohne Beweis)

- Kleen’sche Hullenbildung: (ohne Beweis)

Wie sieht es mit dem Abschluf? der deterministisch kontextfreien Sprachen unter Homomorphismen und
inversen Homomorphismen aus?

Unter den Homomorphismen ist die Klasse der deterministisch kontextfreie Sprachen nicht abgeschlos-

sen (Beispiel: Testat 2).

Unter inversen Homomorphismus hingegen schon. Das liegt daran, daf® man den Abschluf3 unter inver-

sen Homomorphismen Uber das Automatenmodell der Sprachklasse zeigt. Und deterministisch kontext-
freie Sprachen sind (nur) tber das Automatenmodell definiert.

5.1.2 Entscheidbarkeit

Einige Probleme, die fur kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar sind, sind fur deterministisch
kontextfreie Sprachen entscheidbar.

Fur eine deterministisch kontextfreie Spradhest (wenn sie als deterministischer Kellerauto-
mat gegeben ist) entscheidbar, ob

- L = ¥* qgilt? Denn wegen des Abschlusses unter Komglemerﬁ aterministisch kon-
textfrei und insbesondere kontextfrei. Es dile= >X* gdw. L = &; diese Frage ist wegen
Lemma3.29entscheidbar.

- L deterministisch kontextfrei ist? Dies ist trivial ("ja"), da die deterministisch kontextfrei-
en Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind.

5.2 Syntaxanalyse

In diesem Abschnitt werden wir die Prinzipien der Top-down- und Bottom-up-Syntaxanalyse
anhand von Beispielen verdeutlichen. Hier geht es nur darum, ein ,,Gefuhl* fur diese Prinzi-
pien zu entwickeln. Fir eine ausfihrlichere und formalere Darstellung verweisen wir auf die
Literatur zum Compilerbau.

Um die Unterschiede zwischen Top-down- und Bottom-up-Analyse zu Verdeutlichen benutzen wir ein
laufendes Beispiel. Unsere Beispielsprache ist regular; wir schiel3en also eigentlich mit Kanonen auf

Spatzen. In der Praxis wiirde man weder Bottom-up noch Top-down-Analyse betreiben, sondern einen
endlichen Automaten bemuhen. Trotzdem laf3t das Beispiel die wesentlichen Ideen ganz gut erkennen.
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Beispiel 3.11 (Top-down-Analyse)
Wir betrachten die folgende Grammatik, die die regulare Sprathe a*c erzeugt:

S — B|C
B — aB|b
C — aC|c

Nun betrachten wir die Berechnung eines Kellerautomaten, der diese Sprache akzeptiert. Der
Automat wird wie im Beweis von Satz 22 konstruiert — wir verzichten hier darauf, den Auto-
maten explizit anzugeben. Die Berechnung des Automaten flir dasaWidrtst auf der linken

Seite dargestellt:

S

Uz
qB B

S
.
B Lz
aqB a/ \B aB

qS

L
aaqB a / \ B aaB
Uz
aaaqB a / \ B aaaB
! v
aaabq aaab
b

In der Mitte ist der zu dieser Berechnung gehorige Ableitungsbaum dargestellt und auf der
rechten Seite die zugehdrige Linksableitung.

In diesem Beispiel wird im Laufe der Berechnung der Ableitungsbaum von oben nach unten
aufgebaut. Dabei wir wéhrend der Berechnung das Eingabewort von links nach recht eingele-
sen; die Berechnung entspricht eihénksableitung der Grammatik. Deshalb spricht man bei
diesem Vorgehen vormop-down-Prinzigozw. LL-Prinzip.

Das erstel in LL steht fur die Leserichtung (vdimks nach rechts). Das zweitesteht fur die Berech-

nung einerLinksableitung.
Im Beispiel haben wir am Anfang der Berechnung die Produktion- B ausgewahlt, weil
nur so spater dasam Ende des Wortes erzeugt werden kann. Um die richtige Entscheidung
zu treffen, muf3 man also bereits beim Lesen des ersten Zeichens das letzte Zeichen der Ein-
gabe kennen. Man kann die richtige Entscheidung also nicht durch beschvén&tesschau
(lookahead) vort: Zeichen treffen. Der Kellerautomat ist deshalb nicht deterministisch und die
Grammatik ist keiné.L(k)-Grammatik Und der Kellerautomat ist keioL (k)-Parser Wenn sich
dagegen in allen Situationen die richtige Entscheidung aufgrund der naéHsiegabezeichen
treffen lafdt, spricht man von einer LL(k)-Grammatik bzw. einem LL(K)-Parser.

Wir kénnen nun versuchen, den Ableitungsbaum von unten nach oben aufzubauen.

Beispiel 3.12

Hierzu verwenden wir wieder die Grammatik aus Beis@i€ll und geben eine Berechnung
eines entsprechenden Kellerautomaten an. Allerdings stellen wir die Konfigurationen der Bere-
chung jetzt etwas anders dar. Jetzt steht der Keller auf der linken Seite und die restliche Eingabe
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— getrennt durch einen Punkt — auf der rechten Seite; wobei« der aktuelle Kellerinhalt

undw die restliche Eingabe ist.

Der Kellerautomat schiebt die Eingabezeichen auf seinen Keller (shift-Aktion) und versucht
dann, die obersten Zeichen auf seinem Keller mit der rechten Seite einer Regel der Grammatik
zu identifizieren und dann durch die linke Seite dieser Regel zu ersetzen (reduce-Aktion). Die
Berechung ist auf der linken Seite dargestellt. In der Mitte ist der Ableitungsbaum dargestellt;
da er von unten nach oben erzeugt wird, ist er hier auf dem Kopf dargestellt. Rechts ist die
entsprechende Rechtsableitung dargestellt:

Stack Eingabe
—~ = ~ =
aaab
a . aab )
shift
aa . ab
aaa . b )
aaab ) %) aaab
TR
aaaB . @ \ ? aaaB
TR
aaB . a \ / B aaB
TR
aB . reduce ¢ \ / B aB
TR
B y B B
TR
S S S

/

Im Beispiel werden zuné&chst nur shift-Aktionen ausgefuhrt und dann nur reduce-Aktionen. Im allge-
meinen treten diese Aktionen jdoch beliebig gemischt auf.
Da der Ableitungsbaum von unten nach oben aufgebaut wird, nennen wir einen Kellerauto-
maten, der nach diesem Prinzip vorgeht, eilBattom-up-ParserDa die Berechnung einer
rickwarts gelesenen Rechtsableitung entspricht, wird er BReRarsergenanrit.
In unserem Beispiel ist die Konstruktion des Ableitungsbaumes von unten nach oben determini-
stisch — und zwar fur alle Eingabewdrter. Der Grund dafir ist, dafd im Beispiel erst die gesamte
Eingabe auf den Keller geschoben wird; das letzte Eingabezeichen entscheidet dann, ob wir zu
B oder zuC reduzieren. Ganz allgemein gilt:

Merksatz: (deterministische) LR-Parser sind leistungsfahiger als (deterministische) LL-Parser.
Eine Plausibilitatserklarung dafir ist, dass LR-Parser (im Extremfall wie in unserem Beispiel)
die gesamte Eingabe “ansehen” kdnnen, indem sie sie auf den Keller schieben (shift), bevor sie
die Ableitung durch Reduktion des Kellers (reduce) generieren.

6 Das L steht weiterhin fiir das Lesen der Eingabe von links nach rechts; das R steht fiir die Konstruktion der
Rechtsableitung.
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5.3 LR(0)-Parser

Da LR-Parser leistungsfahiger als LL-Parser sind, werden in der Praxis hauptséchlich LR-Parser
oder Varianten davon (SLR- oder LALR-Parser) eingesetzt. In diesem Abschnitt stellen wir die
wesentlichen Konzepte, die bei der Konstruktion von LR-Parsern eine Rolle spielen, vor. Der
Einfachheit halber beschranken wir uns jedoch auf LR(0)-Parser, d.h. Parser die ohne Zeichen-
voraussschau auskommen. Das ist (bei LR-Parsern) keine wesentliche Einschrankung und die
wesentlichen Ideen werden bereits bei der Konstruktion von LR(0)-Parsern deutlich.

Auch hier geht es vor allem darum, ein Gefthl fur die Konstruktionen zu entwickel; die theore-
tischen Grundlagen werden nur am Rande erwahnt.

Bemerkung: Im folgenden gehen wir immer davon aus, dass die betrachteten Grammatiken
keine nutzlosen Symbole enthalten. Aul3erdem soll das Startsymbol in keiner rechten Seite vor-
kommen (notfalls fligen wir ein neues StartsymBblund eine neue Regél — S hinzu).

Idee: Zunachst diskutieren wir die Idee, die der Definition der LR(0)-Grammatiken zugrun-
deliegt: Angenommen wir haben in einem LR-Parser die Konfiguratign und X — g ist

eine Regel der Grammatik. Dann kénnte der LR-Parser die ReduktianXzu durchfiihren.

Damit der Parser ohne Zeichenvorausschau deterministsisch ist missen wir gewahrleisten, daf3
es fur jede andere (oder sogar dieselbe) restliche Einglé®e anderen Aktion gibt, d.h5.v

sollte auch zuv X .v reduziert werden. Dies kbnnen wir nun mit Hilfe der Rechtsableitungen der
Grammatik etwa wie folgt formulieren:

R V=« a, B,y € (VUL
oqu:}:ozﬁu}i Y=X u, v, w € X*,
WYw = afv v=w X, YeV

Dabei wird 3 Schltissevon a5u genannt. In der formalen Defintion miissen wir noch fordern,
dalafu undafv auch Satzformen der Grammatik sind.

Definition 3.33 (LR(0)-Grammatik, LR(0)-Sprache) Eine kontextfreie Grammatik’ heifl3t
LR(0)-Grammatikwenn fur allea, 3, v € (V U X)* undu, v, w € ¥* mit

R* R
S =o aXu =g afu

S £>G W Z4 abu

giltv=a,Y = X undv = w.
Eine Sprache heidtR(0)-Sprachewenn es eine LR(0)-Grammatikgibt, die sie erzeugt.

Beispiel 3.13
Unsere Beispielgrammatik aus Beispiel 1 die im folgenden noch einmal angegeben ist, ist
eine LR(0)-Grammatik.

S — B|C

B — aB|b

B — aC|c
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R
Die Rechtssformeder Grammatik, d.h. die Satzformenmit S =* ~, haben die Fornt,
a*B, a*C, a*b odera*b. Zum Beweis, dal3 diese Grammatik eine LR(0)-Grammatik ist, missten
wir jetzt fur alle diese Satzformen die Definition Uberprufen.

Wir betrachten hier exemplarisch den F&lB. Gelte alsaS £ axu afB mit affu = a'B
fur eini € N. Wegenu € X* gilt dannu = . Wir unterscheiden nun zwei Falle
i>1: Danngilta = ' !, 3 = aBundX = B.
Sei nunvYv eine Rechtssatzform mitY v £ 4iBv. Dann giltv = ¢, Y = B und

y=a"!=a.

i=0: Alsoa=¢,=BundX =S.
Fur jede Rechtsatzformy v mit vYv £ By gilt dann ebensfalls = ¢, v = ¢ = a und
Y =65.
Der Beweis fur die anderen Falle ist im wesentlichen analog.

Das explizite Nachrechnen der Defintion ist sehr aufwendig; deshalb werden wir im folgenden eine
Technik entwickeln, mit der wir die LR(0)-Eigenschaft einer Grammatik automatisch tberprifen kén-
nen.

Nun betrachten wir ein Gegenbeispiel

Beispiel 3.14

Die Grammatik
S — Bb|Cec
B — Ba|e
B — Cale

erzeugt dieselbe Sprache wie die Grammatik aus Bei§pi€] sie ist jedoch keine LR(0)-
Grammatik. Hierzu lasst sich das folgende Gegenbeispiel angeben:

SE By Ey
SE oo & .

Mita =~ =¢,0=¢,u=buv=cundX = BundY = C. D.h. wir miissen, ohne die n&chste
Eingabe § bzw. ¢) zu kennen, raten, ob wit = ¢ zu B oder zuC reduzieren sollen.

Achtung: Die von der Grammatik erzeugte Sprache ist eine LR(0)-Sprache, obwohl die Grammatik
keine LR(0)-Grammatik ist. Tatsachlich ist die Sprache sogar regular.

Wir gehen nun den folgenden Fragen nach:
- Ist entscheidbar, ob eine Grammatik eine LR(0)-Grammatik ist?
- Wenn ja, wie?
Dazu definieren wir einige Begriffe und stellen wir einige Beobachtungen an:

- v hei3tlebensfahiges Prafion G, wenna, 5 € (VUX)*, u € ¥* und X € V existieren,
so dalf3y ein Prafix vom3 ist und gilt: S §>G aXu §>G afu.
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- Die lebensfahigen Préfixe vas entsprechen im wesentlichen den maoglichen Kellerin-
halten eines LR(0)-Parsers.
- Die lebensfahigen Préafixe var bilden eine regulare Sprache.

Als Beispiel greifen wir wieder auf die Grammatik aus Beis@idl1 zurtick, fligen aber
aus technischen Griinden eine neues Axisrhinzu:

S — S

S — B|C
B — aB|b
C — aCl|c

Fur diese Grammatik wird die Sprache ihrer lebensfahigen Préfixe vom folgenden endli-
chen Automaten erkannt (wobei jeder Zustand des Automaten ein Endzustand ist):

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert:

- FurA — X;... X, heitA — X; ... X;. X;,1... X, einElementvon GG; die Elemente
von G sind die Zustande des Automaten fur die lebensfahige Prafixé;v&mn Element
A — X;...X,. heil3tvollstandig in einem solchen Zustand kann reduziert werden.

- Von jedem Elementd — X, ...X;.X,,1...X, gibt es einen Ubergang miX;; zu
demElemend — X, ... X, 1. Xji0... X,

Von jedem Elementd — X;...X;. X;.1... X, mit X;,; = A € V gibt es einere-
Ubergang zu jedem Element der Forim— .Y; ... Y}.

- Wir sagen zweklemente stehen in Konfljkvenn entweder beide vollstanig sind (reduce/re-
duce-Konflikt) oder wenn ein Element vollstandig ist und das andere von der Ferm
X1 ... X;.aX; ... X, (shift/reduce-Konflikt).
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- Die Grammatik ist eine LR(0)-Grammatik, wenn fur kein Were (V' U X)* gilt:
R
EDNG
und E; und E, sind zwei verschiedene Elemente, die in Konflikt stehen.

D.h. fur kein lebensfahiges Prafix von G besteht ein shift/reduce- oder ein reduce/reduce-
Konflikt.

- Diese Bedingung kdnnen wir einfach tUberprifen, indem wir den zugehérigen determini-
stischen Automaten konstruieren:

) B —a.B
S —.B
i G I S CETTS
’ a C —a.C
C
€ S 02 C — .aC

C — .aC

Wenn in diesem deterministischen Automaten in irgendeinem Zustand zwei Elemente
vorkommen, die in Konflikt stehen, dann ist die Grammatik nicht LR(0); andernfalls ist
sie LR(0).

Zusammenfassung: Entscheidungsverfahren fir die LR(0)-Eigenschaft einer Gramratik

- Konstruiere den endlichen Automaten fur die lebensfahigen Prafixé-yaotreser Auto-
mat ist im allgemeinen wegen detUbergange nicht deterministisch.

- Konstruiere den zugehérigen deterministischen endlichen Automaten.
- Uberpriife, ob in einem Zustand zwei Elemente vorkommen, die in Konflikt stehen.

- Wenn ja, dann ist keine LR(0)-Grammatik!
- Wenn nein, dann ist eine LR(0)-Grammatik!

Aus dem deterministischen Automaten fir die lebensfahigen Prafixe 1&3t sich unmittelbar ein
LR-Parser fur die Grammatik konstruieren. Mit Hilfe des endlichen Automaten wird dabei ent-
schieden, ob als nachstes eine shift-Aktion oder eine reduce-Aktion ausgefuhrt werden soll. Die
Idee werden wir hier wieder nur anhand eines Beispiels vorstellen (etwas genauer werden wir
uns die Konstruktion in der Ubung ansehen: Blatt 10, Aufgabe 2).
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Beispiel 3.15 (Konstruktion eines LR(0)-Parsers)

Wir verwenden wieder die Grammatik aus Beis@ell Die nachfolgende Abbildung zeigt,

wie der Parser auf dem Wodtuab arbeitet. Dabei werden im Keller neben den lebensfahi-
gen Prafixen auch die Zustande des Automaten gespeichert. Der eigentliche Kellerinhalt und
die Zustande des Automaten alternieren. Die rot dargestellten Zahlen fur die Zustande des de-
terministischen endlichen Automaten, die oberste Zahl entspricht dem aktuellen Zustand des
deterministischen endlichen Automaten. Wennguleduziert wird, wird der Keller geléscht:

0.aaab
Oad.aab
Oada4d.ab
Oadada4d.b
Oada4add?.

l
Oadadad B5.

il
0ada4d B5.

]
0a4 B5.

o
oo —
2O

o
— |0y «—
—_

Da in einem Reduktionsschritt des LR-Parsers mehrere (mind. zwei) Kellersymbole verandert
werden, muf ein Reduktionsschritt des Parsers durch mehrere Schritte des Kellerautomaten
simuliert werden:

- Loschen der rechten Seite vom Keller (nebst den Zustanden dazwischen).
- Berechnung des neuen Zustandes des DEA aus dem nun obersten Zustand des Kellers.
- Schreiben der linken Seite und des neuen Zustandes auf den Keller
Dies wird in der Ubung (Blatt 10, Aufgabe 2) noch etwas genauer behandelt.
Bemerkung::
- Jede LR(0)-Grammatik ist eindeutig.

- Die LR(0)-Sprachen singenaudie prafixfreier deterministisch kontextfreien Sprachen.

Wenn L deterministisch kontextfrei ist, igt$ prafixfrei und deterministiscH(ist dabei

ein eine Sondersymbol zur Markierung des Endes eines Wortes, das sonst nirgends vor-
kommt). Durch Hinzufligen der Endemarkierubg&dnnen wir fir jede deterministisch
kontextfreie Sprache einen LR(0)-Parser bauen.

" Eine Sprachd. heiRtprafixfrei, wenn fiir kein Paan = v mit u # v sowohlu € L als auchy € L gilt.
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- In der Praxis werden Parser miitZeichen Vorausschau benutzt Ll{Parser. Die Idee
der Definition der LR(k)-Grammatiken ist fast dieselbe wie bei LR(0)-Grammatiken. Al-
lerdings schranken wird die Bedingungen auf Situationen ein, in dengw v auf den
erstenk Zeichen (der Vorausschau) Ubereinstimmen: Also, wennd v auf den ersten
k Zeichen ubereinstimmen und wenn

R R
S =*q aXu =g afu

R R
S =*q¢vYw =g afv
gilt, dann gilty = o, Y = X undv = w.

- Bereits furk = 1 ist die Klasse der LR{()-Sprachen genau die Klasse der deterministisch
kontextfreien Sprachen. Es gilt also (fr die Sprachklasse)

LR(1) = LR(2) = LR(3) = ...

Allerdings gibt es fir jedes € N eine Grammatik die zwar LR(+ 1)-Grammatik ist,
aber nicht LRE)-Grammatik.

- Der Automat fur die lebensfahigen Prafixe (unter Bertcksichtigung der nach&em
gabezeichen) wird ahnlich wie flur LR(0)-Grammatiken definiert; auch der zugehdrige
LR(k)-Parser wird dann analog konstruiert. Die Konstruktion ist aber komplizierter. In
der Praxis werden deshalb andere Varianten (SLR(k)- oder LALR(K)-Grammatiken be-
nutzt). Naheres hierzu wird in der Vorlesung ,,Compilerbau” behandelt.

6 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Abschnitt geben wir noch einmaleinen Uberblick tiber die Hierarchie der von uns in
den vorangegangenen Kapiteln betrachteten Sprachklassen.

Die Abbildungen3.11und3.12zeigen zwei verschiedene Darstellungen der Inklusionsbezie-
hungen zwischen den verschiedenen Sprachklassen. In Abbigdiibgjnd zusatzlich Beispiele

fur Sprachen in den entsprechenden Klassen angegeben; diese Beispiele zeigen insbesondere,
daf3 die linearen Sprachen und die deterministisch kontextfreien Sprachen (bzgl. Mengeninklu-
sion) unvergleichbar sind.

In Abbildung 3.12 haben wir zusatzlich die Klasse der préfixfreien regularen Sprachen auf-
genommen, damit die Sprachhierarchie unten etwas ,hibscher* endet (sonst hatten wir zwei
unvergleichbare minimale Elemente).

Achtung: Wir missen immer sorgfaltig unterscheiden, ob wir iber Sprachklassen oder Gram-
matiken reden:

- Als Sprachklassen betrachtet gilt (R = LR(2) = LR(3) = ...
- Aber es gibt eine LR(2)-Grammatik, die keine LR(1)-Grammatik ist.
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kontextsensitive Spra-

ww odera"b"c”
chen
( Df nicht-deterministischer
. Kellerautomat
kontextfreie s ™
fr;zc{:f;en deterministisch kontextfreie Spra-| deterministischer
\ chen:LR(1) = LR(2) = ... ~—+— Kellerautomat
((...)(-.) Uiber Endzusténde
( R
prafixfreie deter- mir o
nistisch kontextfreie ieﬁermlntlstlsiher
) — Kellerautoma
Sprap\h/en.\ . LR((W Uber leeren Keller
()8
4 h
a"b"c* a"b"
lineare Sprachef) ... h
— regulare  Spra-
e chen - DEA = NEA
a:L:
N \ \ /)

Abbildung 3.11. Uberblick tiber die unterschiedlichen Sprachklassen.
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kontextfreie

Sprachen
~__ .
deterministisch
kontextfreie
Sprachen
\ 5
lineare / ™~ prafixfreie deter-
- ministisch kontextfreie
Sprachen Sprachen
~ .
\ /
regulare c
Sprachen -
\ 5

=

préafixfreie regulare
Sprachen

Alle nicht explizit aufgefuihrten Inklusionen gelten nicht.

Abbildung 3.12. Uberblick uiber die unterschiedlichen Sprachklassen.
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Kapitel 4

Die Chomsky-Hierarchie

1 Uberblick

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir zwei Sprachklassen (nebst einigen Spezi-
alfallen) kennengelernt. Diese beiden Klassen ordnen sich in eine Hierarchie von insgesamt
vier Sprachklassen ein, die erstmals von N. Chomsky vorgeschlagen wurdéhdiasky-
Hierarchie Die Sprachklassen werden jeweils Uber ein Grammatik mit bestimmten syntakti-
schen Einschrankungen definiert und zu jeder Klasse gibt es ein naheliegendes Automatenmo-
dell.

Zusatzlich zu den Klassen, die wir schon kennen, gibt ekaltextsensitiven Sprachend

die aufzahlbarenSprachen. Die kontextsensitiven Sprachen werden wir kurz in Abschnitt
ansprechen. Die aufzéhlbaren Sprachen werden in K&piteth ausfihrlicher behandelt.

Die Chomsky-Hierarchie ist in Abll.1 dargestellt.

In der Vorlesung wurde dieses Kapitel zurlickgestellt und erst am Ende der Vorlesung besprochen.
Deshalb wird hier auf manche Begriffe vorgegriffen (z.B. auf den Begriff der Turing-Maschine). Dies
sollte aber mit den Kenntnissen aus den Grundstudiumsvorlesungen kein Problem sein.

2 Kontextsensitive Sprachen

Die Idee hinter derkontextsensitivebbzw. monotonerSprachen ist es, in den Grammatiken
Produktionen der FormAS — afy mit |y| > 1 zuzulassen. Intuitiv erwartet man, dal} je-

de kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist — auch deshalb, weil wir eine Hierarchie von
Sprachklassen bilden wollen. Allerdings gibt es dabei ein technisches Problem:

- Eine Produktiold — ¢ ist gemal} der obigen Bedingung nicht kontextsensitiv.

- Deshalb kann keine kontextsensitive Sprache kann das leere Wort enthalten, wenn wir bei
der obigen Definition bleiben.

Daher gelten fue einige Sonderregel.
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Automaten-
Typ Name Grammatiken bzw. Maschi-
nenmodell
rekursiv _
Details: aufzahlbare Ar.. Ay —amitn 21 (D)TM = NTM
Kapitel 5 Sprachen weitere Varianten
Seitel34
Typ 1 kontextsensitiV
kontext aAfB — ayfmit |y] > 1 TM mit linear
Details: sensitive beschranktem
Kapitel 4 Sprachen monotort (monoton) Band, LBA
Seite103 a— gmit |5 > |o|
Typ 2
Details: kg”teXtLre'e kontextirel (N)KA = DKA
Kapitel 3 prechen A—a
Seite99
Typ 3
: reguléren regular :
Details: Sprachen A — wB (rechtslinear) oder| (N)EA =DEA
Kapitel 2 A — Bw (linkslinear)
Seite50

Abbildung 4.1. Die Chomsky-Hierarchie




2. KONTEXTSENSITIVE SPRACHEN 105

Definition 4.1 (Kontextsensitiv, monoton)

1. Eine Grammatik heil3tkontextsensitiywenn jede Regel die FormAS — a3 mit
|v| > 1 hat.

Wenn das Axiom§ auf keiner rechten Seite vorkommt, darf die Grammatik auch die Regel
S — ¢ enthalten.

2. Eine Grammatikz heiRtmonoton(nicht-verkirzend, beschrankt), wenn fir jede Regel
a— F4ilt|5] > |a.
Wenn das Axion§ auf keiner rechten Seite vorkommt, darf die Grammatik auch die Regel
S — ¢ enthalten.

3. Eine Sprache heifiontextsensitivwenn sie von einer kontextsensitiven Grammatik er-
zeugt wird

Achtung: Manchmal werden auch die Grammatiken, die wir monoton nennen, als kontext-
sensitive Grammatiken eingefuhrt! Der Grund daflr ist der nachfolgende Satz:

Satz 4.2 (Monotone Grammatiken und kontextsensitive Sprachenline Sprache ist genau
dann kontextsensitiv, wenn es eine monotone Grammatik gibt, die sie erzeugt.

Satz 4.3 (Entscheidbarkeit des Wortproblems)Fur ein Wortw € >* und eine kontextsensi-
tive Grammatik’ ist entscheidbar, ob gil € L(G).

Beweis: Idee: Systematische Generierung aller Worteaus L(G) mit |v| < |w|. Dies ist
maoglich, da die Regeln monoton sind. O

Diese Idee motiviert auch das zu den kontextsensitiven Sprachen gehérige Automatenmodell:
Turing-Maschinen, die nie Uber das linke bzw. rechte Ende der urspriinglichen Ausgabe hin-
auslaufenlinear beschrankte AutomatébhBA). Technisch begrenzt man die Eingabelurch

zwei Sonderzeichegw$. Wenn der Kopf au$ steht, macht er keine Rechtsbewegung, wenn er

er auft steht, macht er keine Linksbewegung.

Satz 4.4 (Linear beschrankter Automaten und kontextsenistive Sprachenkine Sprache ist
genau dann kontextsensitiv, wenn sie von einem linear beschrankten Automaten akzeptiert wird.

Beispiel 4.1
Die Turing-Maschine, die wir in der Ubung 11, Aufgabe 1b konstruiert haben, war (im Prinzip)
ein LBA fur die Sprache™b"c".



106 KAPITEL 4. DIE CHOMSKY-HIERARCHIE



Teill C

Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit
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Kapitel 5

Entscheidbare und aufzahlbare Sprachen

1 Turing-Maschinen

Das Konzept deffuring-Maschinevurden von A. Turing eingefthrt, um den Begriff des Be-
rechenbaren bzw. des Entscheidbaren zu formalisieren und die Grenzen des Berechenbaren zu
untersuchen. Etwa zur gleichen Zeit wurden andere Formalismen zur Charakterisierung des Be-
rechenbaren vorgeschlagen, die sich alle als gleich méachtig erwiesen haben. Dies flhrte dann
zur Church’schen These

Das was wir intuitiv als berechenbar auffassen, stimmt genau mit dem uberein,
was man mit Turing-Maschinen (oder mit den anderen &quivalenten Formalismen)
berechnen kannT(ring-Berechenbarkeit

Diese These ist prinzipiell nicht beweisbar! Aber (fast) alle Mathematiker und Informatiker
glauben daran. In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf das Entscheidbare (und um das
Aufzahlbare). Um den Begriff des Berechenbaren kimmern wir uns erst im Ké&pihs
Konzept der Turing-Maschine ist aber schon im Hinblick auf den Begriff des (mechanisch)
Berechenbaren gebildet:

- beliebig viel Platz (bzw. Papier) fir Nebenrechnungen
- lokale Symbolmanipulationen

- Steuerung der Symbolmanipulationen durch eereld(ichg Berechnungsvorschrift (end-
liche Kontrolle)

Turing’s Formalisierung:

- Die Maschine besitzt ein unendliches Band mit unendlich vielen Feldern zum Speichern
von Symbolen.

- In jedem Berechnungsschritt kann die Maschine nur den Inhalt jeweils eines Feldes lesen
und verandern. Dazu besitzt die Maschine einen Schreibe-/Lesekopf, der auf genau einem
Feld steht.
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|[B[Blar|as|as] - |an| B[ BB

endliche
Kontrolle

Abbildung 5.1. Schematische Darstellung einer Turing-Maschine.

- In einem Berechnungsschritt kann die Maschine den Kopf um ein Feld nach links oder
rechts bewegen.

- Neben dem Band besitzt die Maschine eine eine endliche Menge von Zustéanden. Der
Zustand kann sich in jedem Berechnungsschritt &ndern.

- Das in einem Berechnungsschritt auf das Band geschriebene Symbol, die Bewegungs-
richtung des Kopfes und der Zustand nach dem Schritt hangt nur vom aktuellen Zustand
und dem gelesenen Symbol ab.

Formal definieren wir eine Turing-Maschine wie folgt:

Definition 5.1 (Turing-Maschine, TM)
Eine Turing-Maschinel/l Uber einem Alphabet besteht aus:

- einer endlichen Menge vatustander)

- einemBandalphabel mitT" O X, @ NI' = g und B € T'\ %, wobeiB Blank genannt
wird,

- einerUbergangsrelation C (Q x I') x (Q x T x {I,r}),
- einemAnfangszustang, € @, und
- einer Menge vorEndzustander’ C ().

Wir notierenM = (Q, %, T, 6, qo, B, F).

Um die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache zu definieren, bilden wir — wie bei
Kellerautomaten — den Begriff d&onfigurationund definieren Ubergange zwischen den Kon-
figurationen. Dabei beschreibt eine Konfiguration den aktuellen Inhalt des Bandes, die Kopfpo-
sition auf dem Band und den aktuellen Zustand. Da wir in der Definition der Turing-Maschine
I' N @Q = @ gefordert haben, kdnnen wir — wie bei Kellerautomaten — die Kopfposition durch
die Position des Zustandesn einer Zeichenreihe aus reprasentieren.

Definition 5.2 (Konfiguration, Nachfolgekonfiguration)
SeiM eine Turing-Maschine wie in Definitidn 1. Ein WortagS mita, 6 € I' undq € @ heifdt
Konfigurationvon M.

1. FUr 3 =0by...b, mitn > 1und((g,b1), (p,b},7r)) € d heiBtadpb, ... b, Nachfolge-
konfigurationvonagg.
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2. Fir a = ay...aqp, und 8 = by...b, mitn,k > 1 und ((q,b1),(p,b},1)) € § heildt
aj ...ax—1paibiby . .. b, Nachfolgekonfiguratiomon agp.

3. Furg ="0by...b, mitn > 1und((q,b1), (p,b},1)) € § heiBtpBY}b, . . . b, Nachfolgekon-
figurationvongs.

4. ~ hei3tNachfolgekonfiguratiomon aq, wenny Nachfolgekonfiguration vongB ist.

Wir schreibeny 5, +' wenn+’ Nachfolgekonfiguration von (in M) ist. Wenn keiny’ mit
~v v existiert, schreiben wity ¥,

Obwohl das Band der Turing-Maschine unendlich ist, kdnnen wir jede Konfiguration der Turing-
Maschine durch eine endliche Zeichenreihe darstellen. Denn wir gehen davon aus, dal? am Anfang
eine (endliche) Zeichenreihe abl¥ auf dem Band steht; rechts und links davon stehen nur unendlich
viele Blanks. Da in jedem Berechnungsschritt nur ein Feld des Bandes beschrieben werden kann, kén-
nen also zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele Zeichen auf dem Band stehen, dievesschieden

sind. Links und rechts von der Konfiguration kdnnen wir uns also jeweils eine unendliche Sequenz von
Blanks denken, die wir aber nicht notieren. Bei der Definition der Ubergangsrelation haben wir dies
berucksichtigt: Ggf. werden die nétigen Blanks hinzugefligt (Fall 3 und 4 der Definition).

Eine Berechnungeiner Turing-Maschine fir eine Eingalhe € ¥* beginnt in derStartkonfi-
guration gow, d. h. auf dem Band steht die Eingabeder Kopf steht auf dem ersten Zeichen

der Eingabe, und die Turing-Maschine befindet sich im Anfangszusgtaridlhis Eingabewort

wird von der Turing-Maschine akzeptiert, wenn es ausgehend von der Startkonfiguration eine
Folge von Ubergéngen in eine Konfiguration gibt, in der sich die Turing-Maschine in einem
akzeptierenden Zustand (d. h. einem Endzustand) befindet.

Etwas formaler definieren wir die akzeptierte Sprache einer Turing-Maschine wie folgt:

Definition 5.3 (Akzeptierte Sprache) SeiM eine Turing-Maschine wie in Definitidh 1. Die
vonM akzeptierte Sprachst definiertdurchL.(M) = {w € ¥* | o, € T, ¢ € F mitgow k3,

aqfB}.

Beispiel 5.1

Zur Verdeutlichung betrachten wir eine Turing-Maschine, die die Spracheé) = {a"b"|n €

N} akzeptiert. Der Turing-Maschine liegt die folgende Idee zugrunde: Wir inspzieren das Wort
von auf3en nach innen und haken passende Paarésvondb’s von auf3en nach innen ab.

Die Berechung der Turing-Maschine bei Eingalaéb sieht dann wie folgt aus:

goaabb ~~ agiabb ~» aaqibb ~~ aabgb ~~ aabbgs
~ o aabgsb ~»  aaqbb ~>  aguabb ~>  qeaabb
~ o agoabb > aaqibb ~»  aabgab ~>  adagsbb
~ o aqaabb  ~>  aagebb ~>  aabgeb

Obwohl die Idee relativ einfach ist, wird die formale Definition der Turing-Maschine schon
recht anwendigM = (Q7 Zv Fa 57 qo, B7 {QE}) mit Q = {q07 q1,492, 43, 44, QG}! I'= {CL, b7 da b7 B}
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und
das leere Wort wird sofort akzep-
5: {((QU7B)7<Q6737T))7 tiert P

a abhaken und nun zugehdrigés

((q0, @), (q1,a,7)), suchen

die nicht abgehaktedis nach rechts
(1, a): (a1, @, 7)), iiberspringen

erstes nicht abgehaktegs nach
(a1, 8), (2,0,7)), s tiberspringen

die weiteren nicht abgehaktdrs
((a2,0), (a2, 7)), nach rechts iberspringen

wenn rechtes Ende gefunden, auf
(2, B), (a3, B, 1)), letztesb zurticksetzen

i g wenn abgehaktes gefunden, auf
(g2, ), (a5, 0,1)); letztesb zurlicksetzen

((g3,b), (qu, b,1)),  letztes (nicht abgehaktelspbhaken

nach links bis zum letzen abgeha-
((94,0) (94,6, 1)), kena laufen

nach links bis zum letzen abgeha-
(a4, 0), (a4, ,1)), kena laufen

jetzt steht der Kopf auf dem ersten
((q4,a), (qo,@,7)),  nicht abgehakten oder auf einem
b oder einend

. . wenn der Kopf auf einem abgehak-
((q0,b), (ge,b,7))}  tenb steht, wird die Eingabe akzep-
tiert

Die Turing-Maschine in obigem Beispiel ist deterministisch: Fur jede Konfiguration gibt es
hochstens eine Nachfolgekonfiguration. Im allgemeinen kann es aber mehrere Nachfolgekon-
figurationen geben. Im folgenden werden wir Giberwiegend deterministische Turing-Maschinen
betrachten, weil — wie wir sehen werden — die nicht-deterministischen Turing-Maschinen nicht
mehr leisten kénnen als die deterministischen Turing-Maschinen. Um das formulieren und be-
weisen zu kdnnen, muftens wir jedoch erst einmal beide Varianten definieren.

Definition 5.4 (Deterministische Turing-Maschine, DTM) Eine Turing-Maschine heilde-
terministisch wenn fur ihre Ubergangsrelatioh fiur alle p,q,¢ € @, alle X,Y € I' und
allem,m’ € {{,r} mit

((p,X),(¢,Y,m)) €6 und  ((p,X),(q",Y",m')) €6
gitg=¢,Y =Y undm =m'.

Fur jeden Zustang und jedes gelesene Zeich&nhgibt es also genau einen moglichen Uber-
gang.
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Achtung: Wenn wir nichts anderes sagen, verstehen wir unter einer Turing-Maschine immer ei-
ne deterministische Turing-Maschine (also BMDTM). Wenn wir auch nicht-deterministische
Turing-Maschinen betrachten, sagen wir dies explizit (NTM).

2 Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit

In der Vorlesung haben wir an verschiedenen Stellen die Frage gestellt, ob ein bestimmtes Pro-
blem entscheidbar ist. Beispiele dafiir waren:

- Gilt L(G1) N L(Gy) = @7

Gilt w € L(G)?

Ist G mehrdeutig?

Ist G eine LR(0)-Grammatik?

Dazu mussen wir zunachst den Begriff d@®blemsformalisieren. Formal ist ein Problem
lediglich eine formale Sprache. Konzeptionell wird dies der Sache jedoch nicht ganz gerecht.
Deshalb holen wir etwas weiter aus, um am Ende wieder bei der formalen Definition zu landen:

Probleminstanz Jedes Problem besitzt eine Menge Winbleminstanzen

Eine konkrete Probleminstanz des Wortproblems fir kontextfreie Sprachen sieht bei-
spielsweise wie folgt aus: Geben ist die folgende kontextfreie Grammatik:

G: S — aA|aB
A — aAla
B — aB]lb

und das Wortv = aba. Die Frage ist ob giliv € L(G)?

Reprasentation Jeder Probleminstanz laf3t sich eine Reprasentation in einem festen Alphabet
zuordnen.

Die obige Probleminstanz liel3e sich beispielsweise wie folgt reprasentieren, wobei wir
als Alphabet: = {V, —,|,t,;,:} wéahlen:

V=tV V=tV
V=tV V] —if;
VIl =tV VI =t
gy

Dabei werden die Variablen der Grammatik in Zeichenreilién. . | und die Terminal-
zeichen in Zeichenreihem. . . | Gbersetzt. D. h.

v
4
V|
t|
t]

| (I |
TS e Wn
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Die ersten drei Zeilen der obigen Représentation enstprechen also der Grainatik
wobei die Regeln durch das Zeichen ;" getrennt sind. Die vierte Zeile reprasentiert das
Wort w (getrennt durch das Zeichen *.’).

Auf diese Weise laR3t sich jede Probleminstanz des Wortproblems fiir kontextfreie Spra-
chen reprasentieren.

Wahre Probleminstanzen Jede Probleminstanz ist entwedehr oderfalsch
Unser obiges Beispiel ist falsch, denn es gilt nieht L(G).

Problem Formal ist einProblemdie Sprache der Reprasentationen aller wahren Problemin-
stanzen des Problems.

Technisch gibt es also keinen Unterschied zwischen einem Problem und einer Sprache. Wir
werden deshalb im folgenden den Begriff Sprache und Problem synonym verwenden. Den prag-
matischen Unterschied sollten wir jedoch immer im Hinterkopf behalten.

Nachdem wir also den Begriff des Problems konzeptuell geklart und technisch definiert haben,
werden wir nun definieren, wann ein Problem (also eine Sprache) entscheidbar ist.

Definition 5.5 (Aufzéhlbarkeit und Entscheidbarkeit)
Ein Problem (eine Sprachéd) heif3t

1. aufzahlbaywenn es eine deterministische Turing-Maschidemit L = L(M) gibt; sie
heil3t

2. entscheidbamwenn es eine deterministische Turing-Maschifenit L = L(M) gibt, die
auf jeder Eingabe halt (d.h fur alle € >* gibt es einy mit gow 5, v ¥ ).

Bemerkungen:

1. Eine Sprache ist also genau dann aufzahlbar, wenn es eine (deterministische) Turing-
Maschine, die diese Sprache akzeptiert. Die Turing-Maschine muf3 also auf den wahren
Probleminstanzen irgendwann in einem akzeptierenden Zustand halten.

Tatsachlich kénnte die Turing-Maschine nach dem Erreichen eines akzeptierenden Zustandes
sogar noch weiterarbeiten; sie mufd in einem akzeptierenden Zustand nicht halten. Allerdings
kénnen wir jede Turing-Maschine so umbauen, daf} sie beim Erreichen eines akzeptierenden
Zustandes halt (ohne dabei die akzeptierte Sprache zu veranden). Deshalb sagen wir, dal3 eine
Turing-Maschine in einem akzeptierenden Zustand halt, selbst wenn es noch einen mdglichen
Ubergang gibt.

Fir falsche Probleminstanzen mul die Turing-Maschine aber nicht unbedingt halten (kei-
ne Antwort ist also auch eine Antwort und heil3t bei Turing-Maschinen ,nein®). Bei ent-
scheidbaren Sprachen wird dagegen explizit gefordert, daf3 die Turing-Maschine auch fir
falsche Probleminstanzen immer halt (in einem nicht-akzeptierenden Zustand; dies inter-
pretieren wir dann als ,,nein®).

Da also die Turing-Maschine fiir eine aufzéhlbare Sprachen nur im positiven Fall halten
muf3, werden aufzahlbare Sprachen asemi-entscheidbagenannt.
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2. Es gibt eine aquivalente Charakterisierung der aufzahlbaren Problem@eReratorist
eine deterministische Turing-Maschine, die alle wahren Probleminstanzen auf ein beson-
deres Ausgabeband schreibt, getrennt durch ein ausgezeichnetes Ze{sgérUbungs-
blatt 11, Aufgabe 3). Dieser Generag@neriertalso alle Worter der Sprache, bzzéhlt
sie auf Diese aquivalente Charakterisierung rechtfertigt die Bezeichaufmjihlbar

3. Achtung: Abzahlbar und aufzahlbar haben verschiedene Bedeutung! Jedes Problem ist
abzahlbar (vergleiche Abschnit3in Kapitel 1), da jede Sprache abzahlbar ist. Aber es
gibt Probleme, die nicht aufzéhlbar sind.

4. Entscheidbare Probleme werden manchmal aektirsivgenannt; aufzahlbare Probleme
werden auchiekursiv-aufzahlbagenannt.

Wir haben nun die aufzéhlbaren und die entscheidbaren Sprachen bzw. Probleme definiert.
Noch wissen wir allerdings nicht, ob diese Klassen nicht doch zufalligeweise gleich sind. Per
Definition ist jede entscheidbare Sprache aufzéhlbar; die Frage ist nun, ob es eine aufzéhlbare
Sprache gibt, die nicht entscheidbar ist. Die Antwort ist: Ja,Hi$eproblemist aufzahlbar,

aber nicht entscheidbar. Damit ist die Unterscheidung der Begriffe aufzéhlbar und entscheid-
bar sinnvoll. Bevor wir aber die Aufzahlbarkeit und die Unentscheidbarkeit des Halteproblems
beweisen kdnnen, missen noch das Handwerkszeug dafir bereitstellen.

3 Konstruktionen

Oft ist es muhselig, die Ubergangsrelation einer Turing-Maschine explizit anzug&mhst
einfache Algorithmen fiihren zu groRen untiberschaubaren Ubergangsrelationen (vgl. Beligpiel
Deshalb geben wir hier einige Standardkonstruktionen an, aus denen wir dann komplexere Al-
gorithmen aufbauen, ohne die Ubergangsfunktion (explizit) anzugeben. In den meisten Fallen
genugt es uns, hinreichend plausibel zu machen, dal3 eine Turing-Maschine fiir ein bestimmtes
Problem existiert. Konstruieren werden wir diese Turing-Maschinen aber in den seltensten Fal-
len. Die folgenden Konstruktionen sollen ein Gefiihl dafur geben, ,was mit Turing-Maschinen*
geht.

3.1 Suche des linken oder rechten Bandendes

Es gibt eigentlich kein Bandende; gemeint ist das Ende des bisher beschriebenen Bandes
Idee: Bewege den Kopf nach links bzw. rechts bis zu einem BIBnk

Problem: Wenn ein Blank zwischen den bisher geschriebenen Zeichen vorkommt, dann wird
dieses Blank falschlicherweise als Bandende erkannt:

1 Noch viel schwerer ist es, eine Turing-Maschine allein aus inrer Ubergangsrelation ohne erklarende Kom-
mentare zu verstehen.
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—

wird falschlicherweise als linkes Ende erkannt

Losung: Die Turing-Maschine schreibt niemals ein BlaBlauf das Band. Stattdessen schreibt
sie dann ein Sonderzeiché; auf diesem Sonderzeichen verhéalt sich die Turing-Maschine wie
auf einemB. Zwischen den bisher geschriebenen Zeichen kann dann nd#’ eilher keinB
vorkommen.

_[B[Bla]b[BBTc[d]BTe [ fT9]BB] -

L.

linkes Ende erkannt

3.2 Einflgen vonk neuen Zeichera, ... a,

Idee:

Verschiebe den Bandinhalt links von der Kopfposition kiZieichen nach links.

Bewege den Kopf zur urspriinglichen Kopfposition zurtick. Dazu muss man die die Po-
sition zuvor markieren (z. B. durch ein zusatzliches SonderzeigHénjedes bisherige
Bandsymbole:.

Fugea; ... a, in die Licke ein.

3.3 Sequenz, Alternative, Wiederholung

Turing-Maschinen kénnen wir durch die Ublichen Kontrollkonstrukte Sequenzen Alternative
und Iteration zu neuen Turing-Maschinen kombinieren. Dazu muR man ihre Ubergangsrelatio-
nen geeignet miteinander kombinieren.

Diese Kombinationen der Ubergangsrelationen anzugeben, ist eine FleiRaufgabe, die an die Program-
mierung in Assembler erinnert und lhnen vielleicht auch aus der Codegenerierung beim Compilebau
bekannt ist. Wir verzichten hier aus Zeitgriinden darauf, diese Kombinationen zu formulieren.

Abbildung 5.2 stellt die entsprechenden Konstrukte schematisch dar. Weitere Konstrukte wer-
den wir bei Bedarf ad hoc benutzen. In dieser Darstellung bedeutet ,ja“, dal? die Turing-Maschine
einen akzeptierenden Zustand erreicht hat. ,nein“ bedeutet, dal3 es keine Nachfolgekonfigurati-
on gibt und der aktuelle Zustand kein akzeptierender Zustand ist.
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Abbildung 5.2. Schematische Darstellung: Sequenz, Alternative und Iteration.
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Abbildung 5.3. Eine Mehrspur-Turing-Maschine

3.4 Mehrspurmaschinen

Bei einerMehrspur-Turing-Maschinest das Band in mehrere Spuren unterteilt (vgl. AbI3).

Alle Spuren werden gleichzeitig gelesen und geschrieben. Die Eingabe steht auf der ersten
Spur. Mehrspur-Turing-Maschinen erlauben also eine gewisse Strukturierung der Daten auf
dem Band.

Tatsachlich sind Mehrspur-Turing-Maschinen keine Verallgemeinerung des bisherigen Kon-
zepts der Turing-Maschine. Wir missen lediglich das Bandalphabet geeignet wihien:

' xI'y x---xTI,,wobeil';,I's ..., T", die Alphabete der einzelnen Spuren sind. Da die
Eingabe auf der ersten Spur steht, ist die folgende Annahme zweckmalig:dur'; gilt

a = (a,B,...,B)und B = (B, B, ..., B). Dadurch entspricht eine Eingabe...a, dem
Bandinhalt(a,, B, B, B) ... (a,, B, B, B), d. h. die erste Spur enthalt genau die Eingabe; alle
anderen Spuren sind leer bzw. mit Blanks beschriftet.

Mehrband-Turing-Maschinen Einer Mehrband-Turing-Maschinéesitzt mehrere Bander.

Im Gegensatz zu Mehrspur-Turing-Maschinen kdnnen sich jedoch die Koépfe auf jedem Band
unabhangig voneinander bewegen (vgl. Abl). Beispielsweise kann sich in einem Schritt der
Kopf auf dem ersten Band nach links und der Kopf auf dem zweiten Band nach rechts bewegen.
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Abbildung 5.4. Eine Mehrband-Turing-Maschine
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Abbildung 5.5. Repréasentation von Bandern durcl2n Spuren

Die Eingabe steht am Anfang auf einem ausgezeichneten Eingabeband (meist das erste Band).
Eine Mehrband-Turing-Maschine mit Bandern (-Bandmaschinekénnen wir durch eine
Mehrspur-Turing-maschine mi#: Spuren £2n-Spurmaschinesimulieren. Dazu wird werden

die n Bander durcl2n Spuren simuliert, wie dies in Abla.5 dargestellt ist: In den geraden
Spuren ist der Bandinhalt reprasentiert; in den ungeraden Spuren darunter ist durch das Sonder-
zeichen die Kopfposition des jeweils dartiberliegenden Bandes markiert.

Ein Schritt der Mehrband-Turing-Maschine kdnnen wir dann wie folgt simulieren:

- Durchlaufe das bisher beschriebene Band von links nach rechts und sammle dabei die
Zeichen dern Bander an den aktuellen Kopfpositionen ein und speichere sie im Zustand.

- Fuhre in einem Durchlauf von rechts nach links auf jedem Band die nétige Anderung an
der jeweiligen Kopfposition durch (Schreiben des neuen Zeichens und der Markierung
der neuen Kopfposition auf der separaten Spur).

- Gehe in den nachsten Zustand tiber und beginnen mit der Simulation des nachsten Schrit-
tes.

Bei beiden Durchldaufen muss im Extremfall das gesamte bisher beschriebene Band abgefahren
werden. Das ist zwar sehr aufwendig — aber funktioniert.

Wenn man sich geschickt anstellt, muss man das Band jedoch nicht zweimal durchlaufen, um einen
Schritt der Mehrband-Turing-Maschine zu simulieren.

3.5 Parallele Ausfiihrung zweier Turing-Maschinen

Um eine Eingabev von zwei Turing-Maschine/; und M, gleichzeitig abarbeiten zu lassen,
kopiert man die Eingabe auf zwei verschiedene Béander. Dann startet man die Turing-Maschine
M, auf dem einen und die Turing-Maschidé, auf anderen Band. Wenh/; oder M, “ja”

sagen (also die Eingabe akzeptieren), dann ist auch das Gesamtergebnis “ja”. Nur wenn
sowohl M, als auch)M; “nein” sagen, ist auch das Gesamtergebnis “nein”.
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nein

ja

nein

Abbildung 5.7. Beschrankte Simulatiofim (M) eine Turing-Maschiné/.

3.6 Beschrankte Simulation

Manchmal méchte man wissen, ob eine bestimmte Turing-Masdieen Eingabeworiv in-
nerhalb vonn Berechnungsschrittem akzeptiert. Dazu erweitern wir die Turing-Maschine um
einen Zahler (Striche auf einem separaten Band), der bei jedem Berechnungsschritt um eins
verringert wird (ein Strich wird geldscht). Wenn das Eingabewosakzeptiert wird bevor der
Zahler auf Null steht, akzeptiert die modifizierte Turing-Maschine, ansonsten akzeptiert sie
nicht. Diese Turing-Maschine nennen Wischrankten Simulatdtim()) von M. Als Einga-

be erhélt sie das Wott und die Zahl» getrennt durch ein Sonderzeichgn

In der Abbildung5.7 ist dieser beschrankte Simulator schematisch dargestellt. Die Turing-
MaschineC' (C steht fur engl. counter), die fur diese Konstruktion bendtigt wird, streicht in
jedem Schritt einen Strich; wenn kein Strich mehr vorhanden ist, héalt die Maschine an. Dabei
laufenC' und M synchronC' macht immer dann einen Schritt wefheinen Schritt durchfihrt.
Wenn kein Strich mehr vorhanden ist, bleiben beide Maschinen stehen

3.7 Nicht-deterministische Turing-Maschinen

Die Idee der beschrankten Simulation kdnnen wir etwas modifizieren, um zu beweisen, dass
wir jede nicht-deterministische Turing-Maschin durch eine deterministische Turing-Maschine
simulieren kénnen. Nicht-deterministische Turing-Maschinen leisten also nicht mehr als deter-
ministische Turing-Maschinen.

Mit etwas guten Willen kénnen wir also auch den Nicht-determinismus als eine Konstruktion auffassen.
Wem das nicht so gut gefallt, kann diesen Abschnitt als Einschub auffassen, der wegen der benutzten
Beweistechnik gut an diese Stelle pafit.
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Beweisskizze: Wir skizzieren hier nur die wesentliche Idee: Dazu betrachten wir eine be-
liebige nicht-deterministische Turing-Maschiné = (Q, X, T', 6, qo, B, F'). Fur diese Turing-
Maschine konsturieren wir nun eine deterministische Turing-Maschine, die genau die gleiche
Sprache akzeptiert.

Fur einen Zustand € @ und ein gelesenens Zeichere I' definieren wird, .y = {(p,b,m) |
((¢,a), (p,b,m)) € 6} als die Menge der Alternativen (d. h. der mdéglichen Ubergéange) in Zu-
standq bei gelesenem EingabezeicherDie maximale Anzahk von Alternativen der Turing-
Maschine)M ergibt sich dann durch = max{|A | | ¢ € @,a € I'} (da@, I' undd endlich
sind, giltk € N).

Wir kdnnen nun jeder Alternative au§, ., eindeutig eine Nummer ayd, 2,... ,k} zuord-

nen. Sei nunSim (M) eine Turing-Maschine, die eine Eingabe der Fargir erhalt, wobei
we X, # & Yundr = kiky.. .k, mitk; € {1,2, ... [k} ist. Sim(M) simuliert die
Turing-Maschine)M auf der Eingabew fur |x| Schritte; k; gibt an, welche Alternative der
Turing-MaschineM im :-ten Simulationsschritt von Sim(M) ausgewéhlt werden soll. Wenn
diese Alternative im Schritt-ten nicht moéglich ist, wird die Simulation (erfolglos) abgebro-
chen.

Beobachtungen: Sim(M) terminiert fur jede Eingabe#r nach|x| Schritten. Auf3erdem

ist Sim (M) deterministisch, denn schreibt furSim (M) die ausM zu wahlende Alternative
genau vor.

Nun kénnen wir ausim (M) eine Turing-Maschiné/’ bauen, die fur eine Eingabe syste-
matisch alle Paare#r erzeugt und danfim(M) mit Eingabew#m startet. Wenrbim (M)

fur ein = die Eingabew#n akzeptiert, dann akzeptieM/’ die Eingabew. Offensichtlich gilt

L(M) = L(M'). Denn es giltw € L(M') gdw. eint € {1,2,...,k}* mit w#x von Sim(M)
akzeptiert wird gdww € L(M) gilt.

Mit dieser Konstruktion haben wir also bewiesen, dal3 nicht-deterministische Turing-Maschinen
keinen Zugewinn an Audruckskraft bringen; und zwar weder was die aufzahlbaren noch was
die entscheidbaren Sprachen betrifft (letzteres missen wir aber noch beweisen, Punkt 2).

Satz 5.6 (NTM= DTM)

1. FUrjede nicht-deterministische Turing-Maschihkgibt es eine deterministische Turing-
MaschineM’ mit L(M) = L(M’).

2. Dariber hinaus konnen wit/’ so konstruieren, daB/’ auf allen Eingaben halt, wenn
M keine unendliche Berechnung besitzt.

Beweis:
1. Formalisieren der obigen Idee.

2. M’ muf3 bei der systematischen Generierung atlewr solcher konstruieren, fur die
Sim(M) die Simulation nicht vorzeitig abgebrochen hat (weil die zu wahlende Alterna-
tive im Schritti nicht mdglich war).

Fortsetzungen von vorzeitig abgebrochememissen nicht generiert werden, da auch
sie vorzeitig abgebrochen wirden. Wenn sigh alle dieser merkt (z. B. auf einem
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separaten Band), und keine unendliche Berechnung besitzt, mugsrgendwann kein
neuesr generieren und kann halten (ohne zu akzeptieren).

O

Am oberen Ende und am unteren Ende der Chomsky-Hierarchie sind also die nicht-deterministischen
Automatenmodelle nicht machtiger als die entsprechenden deterministischens(DNEEA und DTM

= NTM).

Fur die Kellerautomaten, die dazwischen liegen, gilt dies jedoch nicht. Mit nicht-deterministische Kel-
lerautomaten kann man echt mehr Sprachen akzeptieren als mit deterministischen Kellerautomaten.
Das sollte uns zumindest beim ersten mal verbliffen.

Noch erstaunlicher ist, dal’ wir fur die linear beschrankten Automaten (LBA) bis heute nicht wissen, ob
die deterministische Variante genausoviel kann wie die nicht-deterministische.

4 Erweiterungen und Einschrankungen

Es gibt viele verschiedene Varianten von Turing-Maschinen. Manche davon verallgemeinern die
von uns vorgestellte Variante, andere schranken sie ein, wieder andere sind zunachst unverge-
lichbar. Allerdings stellt sich heraus, daf? keine Verallgemeinerung mehr berechnen kann als die
von uns definierte Variante. Dies ist ein deutliches Indiz fir die eingangs erwahnte Church’sche
These.

1. Natirlich lassen sich leicht Verallgemeinerungen von Turing-Maschinen definieren, die mehr
kénnen als Turing-Maschinen. Allerdings besitzen diese Verallgemeinerungen dann einen Me-
chanismus, den wir intuitiv nicht als berechnenbar auffassen. Ein Beispiel dafir sind sog.
Orakel-Turing-Maschinen.

2. Obwohl die hier vorgestellten Varianten beziiglich ihrer Berechenbarkeit gleich machtig sind,
gibt es Unterschiede bezlglich der Komplexitéat von Berechnungen. Natirlich lassen sich man-
che Berechnungen auf einer parallelen Turing-Maschine schneller durchfiihren als auf einer se-
quentiellen Turning-Maschine. Diese Unterschiede werden in der Komplexitatstheorie genauer
untersucht.

Die folgenden Beispiele sollen ein Gefuhl dafir vermitteln, welche Verallgemeinerungen und
Einschrankungen von Turing-Maschinen existieren. Auf3erdem zeigen diese Beispiel mit wel-
chen Techniken man die Aquivalenz verschiedener Varianten beweisen kann.

4.1 Einseitig beschranktes Band

Bei unsere Turing-Maschine war das Band nach links und rechts unbeschrankt; es hat also kei-
nen Anfang und kein Ende. Nun betrachten wir eine Turing-Maschine mit einem Band, das
einen Anfang hat, aber kein Ende; es ist also einseitig beschrankt. Dies ist nachfolgend gra-
phisch dargestellt (das Band ist nach rechts unbeschrénkt):
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Die Turing-Maschine kann ihren Kopf also nicht nach links tber das erste Feld hinaus bewegen.
Alle anderen Ubergange sind wie bei der klassischen Turing-Maschine maglich, wobei wir
davon ausgehen, dal3 der Kopf initial auf dem ersten Feld des Bandes steht.

Trotz der Einschrankung kann man mit einer einseitig beschrankten Turing-Maschine diesel-
ben Sprachen akzeptieren (und dieselben Funktionen berechnen) wie mit einer gewdhnlichen
Turing-Maschine.

Um dies zu beweisen, mussen wir das Verhalten einer beidseitig unbeschrankten (gewoéhnli-
chen) Turing-Maschine durch eine einseitig beschrankte Turing-Maschine simulieren. Dazu
Jalten“ wir den linken Teil des Bandes nach rechts, so dal3 (mit Ausnahme des ersten Fel-
des) auf jedem Feld zwei Symbole stehen: Oben stehen die Sybole der linken Bandhalfte; unten
stehen die Symbole der rechten Bandhélfte. Dies Abbildung ist nachfolgend graphisch darge-
stellt:

3 2 -1 0 1
IBlBf[Blafbfc]

o w

(o8]
u9)
(o8]

I'=T xT)uT

Es ist klar, daf3 wir nun alle Bewegungen der beidseitig unbeschrankten Turing-Maschine auf
dem einseitig beschranktem Band simulieren kénnen. Die Turing-Maschine muf3 sich lediglich
im Zustand merken, ob sie gerade auf der linken (oberen) oder rechten (unteren) Bandhalfte
arbeitet. Beim ersten Feld mul} sie dies entsprechend der Bewegungsrichtung umschalten.
Eine mathematische Definition der Turing-Maschine mit einseitig unbeschranktem Band und
der oben angedeuteten Simulation ist nicht kompliziert; sie erfordert aber etwas Sorgfalt.

4.2 Kellerautomaten mit zwei Kellern

Man kann sich leicht Uberlegen, dal3 man mit einer Turing-Maschine auch einen Kellerauto-
maten simulieren kann: Auf der linken Seite des Bandes kann man den Keller simulieren; auf
der rechten Seite liest man die Eingabe. Mit Turing-Maschinen kann man nattrlich noch mehr
Sprachen akzeptieren als mit Keller-Automaten z.B. die Spra¢hé¢™ (vgl. Ubung 11, Auf-

gabe 1b).

Wenn wir allerdings eineKellerautomaten mit zwei Kellerausstatten, auf die der Kellerau-
tomat unabhangig voneinander zugreifen kann, dann kénnen wir mit einem solchen ,Zweikel-
lerautomaten” eine Turing-Maschine simulieren. Denn die beiden Keller kbnnen wir zu einem
beidseitig unendlichen Band zusammenkleben:
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Ein Kellerautomat mit zwei Kellern kann also eine Turing-Maschine simulieren. Manche Ope-
rationen, beispielsweise das Einfligen von Zeichen, lassen sich hiermit sogar einfacher realisie-
ren als mit einer gewohnlichen Turing-Maschine.

Wir haben ja gesehen, dalR Turing-Maschinen mit einseitig beschranktem Band genauso méchtig sind
wie gewdhnliche Turing-Maschinen. Da dréngt sich doch der Verdacht auf, daf3 man mit einem gewthn-
lichen Kellerautomaten (mit einem Band) auch eine einseitig beschrankte Turing-Maschine simulieren
kénnen multe. Damit waren Kellerautomaten und Turing-Maschinen aquivalent. Natirlich stimmt das
nicht! Wo liegt der Denkfehler?

4.3 Zweidimensionale Turing-Maschinen

Gewohnliche Turing-Maschinen arbeiten mit einem Band. Wenn man Uber das Gebiet der For-
malen Sprachen zu den Turing-Maschinen gelangt, erscheint dies naheliegend. Wenn man je-
doch Turing-Maschinen als das abstrakte Modell dessen betrachte, was man auf einem Blatt
Papier berechnen kann, dann ist dies nicht mehr so naheliegend. Denn das Blatt Papier auf dem
man rechnet, ist zweidimensional.

Demenstsprechend betrachten wir nun Turing-Maschinen, die auf einem (in alle vier Richtun-
gen) unbeschrankten karierten Blatt Papier arbeitet. Der Kopf der Turing-Maschine steht auf
einem ,Kéastchen” dieses Papieres und kann sich in je der vier Richtungen bewegen. Eine sol-
che Turing-Maschine heilziwveidimensional

Tatséchlich ist diese Erweiterung auch fir drei, vier oder noch mehr Dimensionen méglich; man spricht
dann vomrmehrdimensionalen Turing-Maschinen

Auch zweidimensionale Turing-Maschinen kann man durch eine gewothnliche (eindimensiona-
le) Turing-Maschine simulieren. Dazu kann man das zweidimensionale Papier auf ein eindi-
mensionales Band abbilden, wie dies nachfolgend angedeutet ist:

-3-2-101 2 3
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—|T|T |
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Diese Abbildung &hnelt der Abbildung eines mehrdimensionalen Arrays auf den linearen Spei-
cher. Man bendtigt zwei Sonderzeichen. Ein Sonderzeichetrgnnt die Zeichenketten der
einzelnen Zeilen voneinander. Das andere Sonderzeichera(kiert die 0-Position innerhalb

der Zeile, um die Ausrichtung der Zeilen zueinander zu erméglichen.

Die Simulation der Bewegungen der zweidimensionalen Turing-Maschine ist relativ aufwendig,
denn bei einer Bewegung nach oben oder unten mufd man die richtige Position in der entspre-
chenden Zeile suchen. Dazu braucht man noch einen zusatzlichen Z&hler (den kann man auf
einem zusatzlichen Band realisieren).

5 Eigenschaften entscheidbarer und aufzahlbarer Sprachen

Ahnlich wie bei den regularen und kontextfreien Sprachen unterscuhen wir nun die Eigenschaf-
ten der entscheidbaren und aufzahlbaren Sprachen. Auf3erdem untersuchen wir den Zusammen-
hang zwischen aufzéahlbaren und entscheidbaren Sprachen.

Satz 5.7 (Abschlu3eigenschaften)
1. Die entscheidbaren Sprachen sind unter den folgenden Operationen abgeschlossen:

- Komplementbildung,
- Vereinigung und
- Durchschnitt.

2. Die rekursiv aufzéhlbaren Sprachen sind unter den folgenden Operationen abgeschlos-
sen:

- Vereinigung und
- Durchschnitt.

Beweis:Wir geben hier nur die grobe Idee der Beweise fur die Aussagen an:

1. SeienL; und L, entscheidbare Sprachen uifi und M, zwei Turing-Maschinen, die
die Sprachd.; bzw L, akzeptieren und auf jeder Eingabe halten.

- Komplementbildung: Wir vertauschen i; die ,Ausgaben” “ja” und “nein”; dies
ist mdglich, da per Annahme die Turing-Maschihg auf jeder Eingabe halt. Of-
fensichtlich akzeptiert die modifizierte Turing-Maschine die SpracheuRerdem
hélt sie auf jeder Eingabe.

- Vereinigung: Wir schalten die Turingmaschingh und M, parallel (vgl.3.5); diese
Maschine akzeptiert dann die SpradheU L, und hélt auf jeder Eingabe.

- Durchschnitt: De Morgan mit Abschluf3 unter Komplement und Vereinigung. (Man
kann aber auch relativ einfach eine direkte Konstruktion angeben.)

2. - Vereinigung: Wie oben.

- Durchschnitt: Explizite Konstruktion (Parallelschaltung, die nur dann akzeptiert,
wenn beide Maschinen akzeptieren).

0
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Bemerkung: Die aufzéhlbaren Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Komplementbildung,
denn sonst waren sie entscheidbar (vergleiche B8tzWir werden spater sehen, dass es aber
aufzahlbare Sprachen gibt, die nicht entscheibar sind. Beispielsweise ist das Wortproblem ge-
manR Sath.13aufzahlbar, aber gemar Satd nicht entscheidbar.

Die Entscheidbarkeit einer Sprache kdnnen wir Gber die Aufzahlbarkeit der Sprache und ihres
Komplementes charakterisieren. Denn, wenn wir eine Turing-Maschine haben, die im positive
Falle ,ja"“ sagt (und terminiert) und eine, die im negativen Falle ,ja“ sagt (und terminiert), kon-
nen wir daraus eine Turing-Maschine bauen, die im positiven Falle ,ja“ sagt und im negativen
Falle ,nein“ sagt, und in beiden Fallen terminiert.

Satz 5.8 (Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit)
Eine Sprachd. ist genau dann entscheidbar, wenn sowbluch alsL aufzahlbar sind.

Beweis:
,=" Klar (fir die Aufzahlbarkeit vorl konnen wir Sat5.7 1.a anwenden).

,<=" SeiennunLunL aufzahlbar. Dann gibt es eine Turing-Maschidedie L akzeptiert und
eine Turing-Maschiné/, die L akzeptiert (diese Maschinen missen nicht unbedingt auf
allen Eingaben halten).

Aus diesen beiden Turing-Maschinen konstruieren wir nun eine Turing-MastHindie
auf allen Eingaben halt:

M’ . ja

Jar——m

nein

nein
nein

In M’ sind beide Turing-Maschinel/ und M parallel geschaltet; wenn eine der beiden
Maschinen akzeptiert, halt/” an. Allerdings akzeptierd/’ nur die Worter aud., Wor-
ter, die vonM akzeptiert werden, werden verworfen. Offensichtlich gilt ddn/’) =
L(M) = L und M’ halt auf jeder Eingabe.

0
Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satz ist die folgende Aussage: Wenn eine Sprache auf-

zéhlbar aber nicht entscheidbar ist, dann ist ihr Komplement nicht aufzahlbar.

6 Unentscheidbare Probleme

Bereits in der Einleitung haben wir uns Uberlegt, dal’ es unentscheidbare Sprachen geben muf3.
Denn es gibt Gberabzahlbar viele Sprachen, aber nur abzahlbar viele Turing-Maschinen. Dieses
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Argument ist jedoch unbefriedigend, da es kein konkretes Beispiel fur eine nicht entscheid-
bare Sprache liefert. In diesem Abschnitt werden wir zunachst ein konkretes Beispiel fur ein
unentscheidbares Problem kennenlernen: das Wortproblem fir Turing-Maschinen.

Wie in vielen Unmoglichkeitsbeweisen, werden wir die Unentscheidbarkeit des Wortproblems
mit Hilfe eines Diagonalisierungsarguments beweisen. Wenn wir erst einmal ein unentscheid-
bares Problem haben, kénnen wir relativ einfach die Unentscheidbarkeit weiterer Probleme
beweisen; durcReduktion Wir werden sogar noch ein viel weitreichenderes Resultat kennen-
lernen, daf? im wesentlichen besagt: Der erste Satz von Rice besagt, dal3 man tGber die von einer
Turing-Maschine akzeptierte Sprache praktisch nichts entscheiden kann.

6.1 Das Wortproblem

Das Wortproblem fir Turing-Maschinebesteht aus der Frage, ob eine bestimmte Turing-
MaschineM ein bestimmtes Worty akzeptiert oder nicht; also ob € L(M) gilt. Um das
Wortproblem zu préazisieren, mussen wir die Probleminstanzen, also die(Raar) syntak-

tisch reprasentieren. Dazu missen wir uns eine Reprasentation fur Turing-Maschinen und die
Eingabewdrter tGberlegen. Wir beginnen mit der Reprasentation der Turing-Maschinen.

Reprasentation einer Turing-Maschine Jede Turing-Maschine laft sich durch eine Zeichen-
reihe Uber dem Alphabét = {q, ¢, |, —, [, r, #} reprasentieren. Dazu numerieren wir zunachst

die Zustande durch; die Zustandsnummer reprasentieren wir dann durch eine Anzahl von Stri-
chen. Entsprechend numerieren wir das Bandalphabet durch. Dabei gehen wir davon aus, daf3
qo der Anfangszustand ist uné das erste Zeichen des Bandalphabetes ist.

Demenstprechend ergibt sich die folgende Reprasentation fiir Zustande und Zeichen des Ban-
dalphabetes:

G ~ q B o~
a ~ q a ~
@~ b~
a3 ~ qll| c ~

Um die Ubergangsrelatiohder Turing-Maschine zu reprasentieren, konnen wir der Reihe nach
jeden einzelnen Ubergang véraufzahlen. Ein einzelner Ubergang kénnen wir wie folgt tiber-
setzen:

((g3,0), (g2, ¢, 1)) € 6~ ql[t]] — qllt]]ll
Da am Ende jedes Ubergangs immer entwedet eder einr steht, miissen wir kein spezielles
Sonderzeichen zur Trennung der verschiedenen Ubergange einfligen; wir schreiben sie einfach
unmittelbar hintereinander.
Die Menge der Endzusténde der Turing-Maschine kdnnen wir wieder durch explizites Aufzah-
len angeben. Dies kdnnte wie folgt aussehen:

F={q,q} ~ dqlqlll
Insgesamt wird eine Turing-Maschine also durch eine Aufzahlung aller ihrer Zustande, gefolgt
von der Aufzéahlung ihres Bandalphabetes, gefolgt von der Aufzahlung aller Ubergange, gefolgt
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von der Aufzahlung der Endzustande reprasentiert — jeweils getrennt durch das Sonderzeichen
#.

Fir eine Turing-Maschiné/ bezeichnet danf\/) diese Reprasentation. Die folgenden Ergeb-
nisse sind jedoch unabhangig von der hier gewahlten Reprasentation.

Wichtig ist im folgenden nur, dal3 es eine festgelgte syntaktische Représentation fur jede Turing-
Maschine gibt.

Reprasentation der Eingabe Entsprechend kann jedes Eingabeworeprasentiert werden.
Wir bezeichnen diese Reprasentation (ni}. Ein Beispiel hierflr ist:

abcaa ~ t|t||t]||t|t]

Formalisierung des Problems Mit diesen Reprasentationen kdnnen wir nun das Wortpro-
blem formalisieren. Da wir spater auch das Halteproblem betrachten werden formalisieren wir
es an dieser Stelle gleich mit.

DasWortproblem

Ly = {{M)#(w) | M ist eine (det.) Turing-Maschine unde L(M)}
DasHalteproblem

Ly = {(M)#(w) | M ist eine (det.) Turing-Maschine und halt bei der Eingalje

6.2 Unentscheidbarkeit des Wortproblems

Da wir das Wortproblem nun formalisiert haben, kbnnen uns nun Gedanken dariber machen,
ob es entscheidbar ist. Es ist nicht entscheidbar:

Satz 5.9 (Unentscheidbarkeit des Wortproblems fur Turingmaschinen)
Das Wortproblenty;, ist nicht entscheidbar.

Beweis:Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Wir nehmen also an, daf3 das Wortpro-
blem entscheidbar ist. D. h. wir nehmen an, daf3 es eine deterministische Turing-Mastchine
mit L(W) = Ly gibt, die fur alle Eingaben halt.

Wir werden im folgenden aus der Existenz dheinen Widerspruch konstruieren. Dazu kon-
struieren wir ausgV die deterministische Turingmaschiné wie in der nachfolgenden Abbil-
dung dargestellt:

ja

THT ja =
dupl. W nein 3<:

nein

Diese Turing-Maschiné/ produziert aus ihrer Eingalezunéchst das Wornt#x (wir nennen
diesen Teil Duplizierer); dann startéf auf dem Wortw#x die Turingmaschinél’; am Ende
negiert sie das Ergebnis vomn.

Nun geben wir der konstruierten Turing-Maschiheihre eigne Reprasentation als Eingabe,
d.h.z = (M) und uberlegen uns, wie sie sich dann verhalt:
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- M halt auf der Eingabé)/). Denn das Duplizieren der Eingabe terminiert uiidhalt
gemalf der Widerspruchsannahme auf jeder Eingabe.

- Wenn M auf der Eingabé) mit der Antwort “ja” halt, dann muf3V auf der Eingabe
(M)#(M) mit der Antwort “nein” gehalten haben, welll das Resultat voil” negiert.
Gemal Widerspruchsannahme gilt dgi)# (M) ¢ Ly, ; also gilt gemaR Definition
von Ly, auch(M) ¢ L(M), das hei3f\/ halt auf der EingabéM ) nicht mit der Antwort

“ja”.

Wir haben also gezeigt, daf? die Antwort ,ja“ nicht mdglich ist. Bleibt also noch die zeite Mog-
lichkeit der Antwort ,,nein*.

- WennM auf der Eingabg/) mit der Antwort “nein” halt, dann mu” auf der Eingabe
(M)#(M) mit der Antwort “ja” gehalten haben. GemaR Widerspruchsannahme gilt dann
(M)#(M) € Ly; also gilt geman Definition voiy auch(M) € L(M), das heil3t\/
hélt auf der EingabéM/) mit der Antwort “ja” (undnicht mit der Antwort “nein”).

Wir haben also gezeigt, da auch die Antwort ,nein* nicht moglich ist.

Weder die Antwort “ja” noch die Antwort “nein” ist also bei Eingabe= (1) moglich. Da
die Turing-Maschine aber per Konstruktion (und der Annahmen Ubeimmer terminiert, ist
dies unmdglich. Da die einzige Annahme bei der KonstruktionAodie Existenz voriiV war,
kann also auchV’ nicht existieren. Damit ist das Wortproblem (fir Turing-Maschinen) nicht
entscheidbar. OJ

Auch wenn man es auf den ersten Blick vielleicht nicht sieht, ist das Argument des obigen
Beweises ein Diagonalisierungsargument. Um dies zu verdeutlichen, schreiben wir der Reihe
nach die Reprasentationen aller Turingmaschinen als Zeilen- und Spaltenkdpfe in eine Tabelle.
Die Tabelle enthélt die Ergebnisse viiri bei der Eingabe vorM/;)#(A/;). Die Ergebnisse

der Turingmaschiné/ bei Eingabe();) ergeben sich dann dadurch, dal man die Eintrage
(M;)4#(M;) der Diagonale negiert. Der Widerspruch enststeht im Schnittpunkt der Zeile und
der Spalte(M): Wenn dort ein ,ja“ steht, muf3 dort (wegen der Negation der Diagonalen) ein
,nein® stehen; wenn dort ein ,nein® steht, mul3 dort ein ,ja“ stehen — unmaoglich.

(My) (Ma) (M) (My) ... (M)
<M1> ja ja nein ja nein
<M2> nein ja ja nein nein
<M3> ja nein nein ja ja
<M4> ja nein nein ja nein
<M> nein nein ja nein 7?77
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6.3 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Mit fast demselben Argument kénnte man auch zeigen, dass das Halteproblem nicht entscheid-
bar ist. Wir wenden jedoch eine andere Technik an, um die Unentscheidbarkeit des Haltepro-
blems zu beweisen: Wieduzierendas Wortproblem auf das Halteproblem. D. h. wir zeigen,

dalR man aus einer Maschine, die das Halteproblem entscheidet eine Maschine bauen kdnnte,
die auch das Wortproblem entscheidet. Wenn nun das Halteproblem entscheidbar wére, dann
ware damit auch das Wortproblem entscheidbar.

Da Diagonalisierungsargumente meist einen ,Knoten im Hirn“ erzeugen, muf3 man bei ihnen viel
Sorgfalt walten lassen. Deshalb sollte man, sich dieser Tortur nur einmal zu unterziehen. Danach ist
meist die Technik der Reduktion die einfachere Beweistechnik zum Nachweis der Unentscheidbarkeit
eines Problems. Diese Technik fihren wir anhand eines Beispiels vor.

Folgerung 5.10 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems)
Das Halteproblem. 4 ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen es gabe eine Turingmaschihedie das Halteproblem entscheidet.
Dann konstruieren wir daraus eine Turing-Maschine, die das Wortproblem entscheidet (wir
reduzieren also das Wortproblem auf das Halteproblem):

- Eine deterministische Turingmaschingékann man leicht so umbauen, dass sie ein Wort
genau dann akzeptiert, wenn sie auf dem Wort halt (diese Turing-Maschine bezeichnen
wir mit M):

- Losche alle Ubergangéq., a), (p, b,m)) fur q. € F.

- Fuge einen neuen Zustanpdund Ubergangé(q;, ), (¢, =, r)) fur alle x hinzu.

- Fur jeden Zustand ¢ F und jedes Bandzeicherfiir das es keinen Ubergang gibt,
fuge einen Ubergan@q, a), (¢, a,)) hinzu.

- Die folgende Turingmaschine entscheidet dann das Wortproblem (wobei modif. eine
Turing-Maschine ist did/ in M umbaut):

ja

M w —
(M) #(w) Mg al—" |
|

modi f.

nein

nein

Da das Wortproblem nicht entscheidbar ist, mul3 die getroffene Annahme falsch gewesen
sein. Die Annahme, daR existiert ist also falsch. Die Turing-Maschitig existiert also
nicht.
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Bemerkung: Inder Literatur wird haufig zunachst die Unentscheidbarkeit des Halteproblems
bewiesen, und dann das Halteproblem auf das Wortproblem reduziert, um zu beweisen, daf3 auch
das Wortproblem unentscheidbar ist.

In einer ruhigen Minute, kdnnen Sie sich ja diese Reduktion einmal tiberlegen.

Wir haben zunachst das Wortproblem betrachtet, weil es eine Fragestellung ist, die nur die von
der Turing-Maschine akzeptierte Sprache betrifft. Im folgenden werden wir sehen, dal3 keine
derartige Eigenschaft entscheidbar A&lle? Fragen, die sich auf die von der Turing-Maschine
akzeptierte Sprache beziehen, sind unentscheidbar.

Kurz gesagt gilt ist also die traurige Wahrheit: Die meisten Probleme flr Turing-Maschinen
sind nicht entscheidbar.

Beispiele fur solche Probleme sind:

L(M) = o7
L(M)| > 57
L(M) regular
L(M) kontextfrer

Wir kénnten jetzt beginnen, die Unentscheidbarkeit flr jedes einzelne Problem zu beweisen
(zum Beispiel durch Reduktion des Halteproblems auf das entsprechende Problein)SBer

von Ricespart uns diese Muhe, da er diese Aussage fur alle Probleme, die sich auf die akzep-
tiertee Sprache einer Turing-Maschine beziehen, formuliert.

Der 1. Satz von Rice bzw. sein Beweis ist also ein Beweisschema, das fiur alle diese Probleme gleich
funktioniert. Es ist immer dieselbe Reduktion.

Dazu mussen wir zunachst den Begriff der Eingeschatft einer Sprache und der nicht-trivialen
Spracheigenschaften klaren. Eegenschafivon Sprachen ist eine Teilmengevon aufzahl-

baren Sprachen (Uber einem geeigneten Alphabet). Wir schrBifdenwennL die Eigenschaft

P erfullt (d. h. wenn giltL € P). Wir schreiben—P (L), wennL die Eigenschaff’ nicht er-

fullt (d. h. wenn giltL ¢ P). Eine EigenschafP heil3tnicht-trivial, wenn es wenigstens eine
aufzahlbare Sprache mit P(L) und wenigstens eine aufzahlbare Sprathmit —P(L’) gibt.

Satz 5.11 (1. Satz von Rice)
Jede nicht-triviale Eigenschatft (aufzahlbarer Sprachen) ist unentscheidbar, d. h. die Sprache

Lp = {(M) | M ist eine Turing-Maschine m#(L(M))}
ist nicht entscheidbar.

Beweis:Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen,-dags) gilt>. Da P

per Voraussetzung nicht-trivial ist, gibt es auch eine aufzahlbare SprastieP(L). Sei M|,
eine Turing-Maschine miL.()M;) = L. Wir beweisen nun durch Widerspruch, ddss nicht
entscheidbar ist. Wir nehmen also an, daf3entscheidbar ist. Dann zeigen wir, dal3 damit das
Wortproblem entscheidbar ist. Dazu gehen wir wie folgt vor:

Fur eine Turing-Maschiné/ und eine Eingabev konstruieren wir zunachst die folgende
Turing-Maschinel/,,:

2 Ausnahmen sind lediglich die trivialen Eigenschaften.
3 Wenn P(2) nicht gilt, dann betrachten wir stattdessen das Kompleﬁema die entscheidbaren Probleme
unter Komplement abgeschlossen sindAgienau dann entscheidbar, weRrentscheidbar ist.
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| starte _|ja
113 ” w Ja Ja .

w — M My
nein nein
u

M, schreibt das Wortv auf das Band und startet dann die Turing-Maschineauf diesem
Band. Wenn\/ die Eingabev akzeptiert, wird)M/;, auf der urspriinglichen Eingahegestartet.
Das Ergebnis dieser Berechnung wird ausgegeben. Fur Eifdépé (w) lasst sich die Ma-
schine(M,,) automatisch konstruieren.

Nun tberlegen wir uns, welche Sprachk, akzeptiert:

- Wennw ¢ L(M) gilt (d. h. wenn die Turing-Masching/ das Wortw nicht akzeptiert),
dann akzeptierf/,, keine Eingabe:, da M/, nie gestartet wird. Also gilL(M,) = @
und damit=P(L(Myy)).

- Wennw € L(M) gilt, dann akzeptiert\/,, genau die Worter, die voi/; akzeptiert
werden. Also giltL(),,) = L und damit giltP(L(M,,))

Wenn nun — wie angenommen/lp entscheidbar ist, konnen wir das Wortproblem wie folgt
entscheiden:

- Wir konstruiere aug/ undw die Turing-Maschiné\/,,.
- Dann entscheiden wir, oB(L(M,,)) gilt:

- Wenn die Antwort ,ja“ lautet, dann gilb € L(M).
- Wenn die Antwort ,,nein“ lautet, dann gilt ¢ L(M)
Dieses Entscheidungsverfahren ist nachfolgend schematisch als Turing-Maschine dargestellt.

Dabei ist Mp die Turing-Maschine, did.p entscheidet und ,konstruier&/,,“ eine Turing-
Maschine, die aué\)#(w) die Reprasentatiof\/,,) konstruiert:

—

(M)#(w) | | konstruierg (Mw)
Mw P nein

nein

Diese Turing-Maschine wirde das Wortproblem entscheiden, wenn denn die Madc¢hine
existieren wirde. OJ

Ein ahnlicher Satz gilt auch fur aufzéhlbare Sprachen; das ist der 2. Satz von Rice, den wir in der
Vorlesung jedoch nicht mehr behandeln kénnen.

Beispiel 5.2 (Anwendung des 1. Satzes von Rice)
Hier sind einige Beispiele von Eigenschaften, fur die der 1. Satz von Rice unmittelbar die Un-
entscheidbarkeit impliziert.
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1. Esist nicht entscheidbar, ob eine Turing-Machine mehr als sieben Worter akzeptiert.

Die Eigenschaff ist also definiert durcl(L) = {L | |L| > 7}. Um den 1. Satz von Ri-

ce anwenden zu kénnen, miussen wir noch Uberprifen, ob die EigenBahiafit-trivial

ist. Wir missen also mindestens eine aufzahlbare Sprache finden, die die Eigenschaft er-
fullt, und eine, die die Eigenschaft nicht erflllt: Wir wahlen die beiden Sprachend
{a,aa,aaa, ..., acaaaaaa}. Offensichtlich gilt.—P(@) und P({a, aa, aaa, . . . ,acaaaaaaaal).

2. Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turing-Maschine nur endlich viele Wérter akzeptiert
(d. h. ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache endlich ist).

Die EigenschaftP ist definiert durchP(L) = {L | |L| < w}. Die Eigenschaft ist nicht-
trivial, da—P(X*) und P(2) gilt.

3. Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache reguléar
ist.

Die EigenschaftP ist definiert durchP(L) = {L | L istregulas; sie ist nicht-trivial:
—P(a™b™) und P(2).

Es gibt aber durchaus Eigenschaften fur Turing-Maschinen, die entscheidbar sind. Fiur diese
Eigenschaften ist dann aber eine der Voraussetzungen des 1. Satzes von Rice nicht erfullt. Ent-
weder handelt es sich nicht um eine Eigenschaft der akzeptierten Sprache der Turing-Maschine
oder die Eigenschatft ist trivial

Beispiel 5.3 (Nicht-Anwendbarkeit des 1. Satzes von Rice)
1. Esist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine mindestens 7 Zustande besitzt.
Diese Eigenschaft ist keine Eigenschaft der akzeptierten Sprache, sondern eine Eigen-
schaft der Turing-Maschine selbst.
2. Fur ein Wortw ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine das Wortach hochstens
Schritten akzeptiert.
Diese Eigenschatft ist keine reine Spracheigenschatft.

3. Esist entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache aufzahlbar ist.
Diese Eigenschatft ist trivial (sie ist fir jede aufzahlbare Sprache per Definition erfullt).

Frage: Ist entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache entscheidbar ist?
Die Antwort darauf gibt es in Ubung 13 (Aufgabe 1d).

Achtung: Wenn die Voraussetzungen des 1. Satzes von Rice verletzt sind, heif3t das natirlich noch nicht,
dal die Eigenschaft entscheidbar ist (das ist nur die notwendige Voraussetzung). Ein Beispiel dafir ist
das Halteproblem.

Den Beweis von Sat2.31 hatten wir in Abschnittt.2 von Kapitel3 zuriickgestellt. Jetzt sind
wir in der Lage, diesen Beweis zu fuhren. Allerdings belassen wir es hier bei der Idee. Der
Beweis wird dann in der Ubung (Blatt 11, Aufgabe 2 und Blatt 12, Aufgabe 1.c) gefiihrt.

Satz 5.12 (Sat2.3))
Es ist nicht entscheidbar, ob die von zwei kontextfreien Grammatiken erzeugten Sprachen dis-
junkt sind.
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Beweis: Idee: Die akzeptierenden Berechnungen einer Turing-Maschin&ir ein Wort w
lassen sich als Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen darstellen.

Wenn wir die Disjunkheit dieser kontextfreien Grammatiken entscheiden kdnnten, kdnnten wir
damit das Wortproblem entscheiden: Sind die Grammatiken disjunkt, akzéeytigas Wortw

nicht. Sind sie nicht disjunkt, akzeptie¥f das Wortw.

(Details hierzu werden in den Ubungen Blatt 11 und 12 behandelt). O

Bemerkung: Es gibt noch ein weiteres sehr interessantes unentscheidbares Problem: Das
Post'sche Korrespondenz ProblgiaKP/PCP). Leider fehlt uns die Zeit, dieses Problem ge-
nauer zu betrachten. Das sollten Sie sich aber unbedingt in der Literatur ansehen. Der Beweis
der Unentscheidbarkeit des PKPs ahnelt dem Beweis der Unentscheidbarkeit des Disjunktheits-
problems fur kontextfreie Grammatiken.

7 Aufzahlbare und nicht-aufzahlbare Probleme

Wir hatten uns bereits die Frage gestellt, ob es Probleme gibt, die aufzahlbar, aber nicht ent-
scheidbar sind (nur dann ist die Unterscheidung der Begriffe sinnvoll). In diesem Abschnitt
werden wir zwei solche Probleme angeben:

- Das Wortproblem

- Das Halteproblem

Als Konsequenz ergibt sich dann sofort, dafl? die Komplemente dieser Probleme nicht aufzahlbar
sind (denn sonst waren sie entscheidbar).

Um das Wortproblem oder das Halteproblem aufzuzahlen, missen wir im wesentlichen eine
gegebene Turing-Maschidé auf einem gegebenem Wartsimulieren. Wir benétigen also ein
Turing-Maschine, die eine andere gegebene Turing-MasdWiref einem Worto simuliert:

die universelle Turing-Maschine

Die universelle Turing-MaschineU Es gibt eine Turing-Maschin&, die als Eingabe eine
Turing-Maschinel/ und ein Wortw bendtigt (codiert al$M ) #(w)); U simuliert dann die Be-
rechnung vonV/ aufw. WennM das Wortw akzeptiert, dann akzeptidrt das Wort(M ) #(w);
d.h.L(U) = Lw. U hei8tuniverselle Turing-Maschinend Ly, wird auch dieuniverselle Spra-
chegenannt.

Wir geben hier die universelle Turing-Maschibenicht explizit an. Wir Gberlegen uns nur
ganz grob, wie sie aufgebaut sein konnte (und damit, dal’ sie existiert). Die universelle Turing-
Maschine hat drei Bander. Auf dem ersten Band steht die Eingabe(w), auf dem zweiten

Band wird das Band vord/ simuliert und auf dem dritten ist der aktuelle Zustande wén
codiert. Am Anfang wird das Worty aus der Eingabe auf das zweite Band kopiert und der
Anfangszustand (bzw. eine Kodierung davon) auf das dritte Band geschrieben. Danach werden
die Ubergange der auf dem ersten Band kodierten Masctisanuliert.

Mit L(U) = Lw ist damit das Wortproblem offensichtlich aufzahlbar.

Satz 5.13 (Aufzahlbarkeit des Wortproblems)
Das Wortproblenty;, ist aufzéhlbar.
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Beweis: Die universelle Turing-Maschine (die wir streng genommen noch explizit angeben
miften) akzeptiert genau die Spradhe. Damit ist Ly, aufzéhlbar. O

Folgerung 5.14
1. Das Halteproblent. ist aufzéhlbar.

Beweisidee:Reduktion des Halteproblems auf das Wortproblem.

2. Das Komplement des Wortprobleiis und das Komplement des Halteproblemssind
nichtaufzahlbar.

Beweisidee:Sonst warerly, und L ; gemald Satz.8entscheidbar. Dies ist ein Widerspruch zu
Satz5.9bzw. Folgerungs.10(der Unentscheibarkeit vohy, bzw.L g).

Spannende FrageWarum funktioniert das Diagonalisierungsargument aus dem Beweis der Unent-
scheidbarkeit vorLy, (Satz5.9) nicht auch fiir die Aufzéhlbarkeit?

Antwort: Aus einer Nicht-Terminierung, die einem “nein” entspricht, kann man kein “ja” machen!
“nein” bleibt damit “nein”. Also ergibt sich im “nein”-Fall kein Widerspruch.

Bemerkungen: Alle Sprachen, die sich durch eeamdlichesRegelsystem beschreiben lassen,
sind aufzéhlbar.

- Eine Sprache, die durch eibeliebigeGrammatikG erzeugt wird, ist aufzahlbar. Die von
Typ-0-Grammatiken erzeugten Sprachen sind genau die aufzdhlbaren Sprachen.

- Die Sprache der in einem logischen Kalkul herleitbaren Formeln bzw. Ausdrticke ist auf-
z&hlbar.

- Insbesondere ist die Sprache aller allgemeingtiltigen Formeln der Pradikatenlogik 1. Stufe
(PL1) aufzahlbar (aberichtentscheidbar).

8 Uberblick

Die nachfolgende Graphik gibt nochmal einen Uberblick tber die in diesem Kapitel diskutierten
Sprachklassen. Dabei ist eine Sprache co-aufzahlbar, wenn ihr Komplement (engl. complement)
aufzahlbar ist. Eine Sprache ist also genau dann entscheidbar, wenn sie sowohl aufzéhlbar als
auch co-aufzahlbar ist.
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Kapitel 6

Berechenbare Funktionen

1 Motivation und Definition

Bisher haben wir Turing-Maschinen bzw. Automaten zum Erkennen bzw. Akzeptieren von
Sprachen benutzt. Die Eingabe ist dabei ein Wort Uber einem bestimmten Alphabet; die Aus-
gabe ist — wenn die Maschine auf der Eingabe terminiert — eine Antwort “ja” oder “nein”. Im
folgenden benutzen wir die Turing-Maschinen zum Berechnen von Funktionen — wie bereits
bei der Definition der Turing-Maschinen im vorangegangenen Kapitel motiviert.

Traditionell betrachtet man bei der Untersuchung des Berechnungsbegriffs nur Funktionen tber
den naturlichen Zahlen.

f:N* >N

Die Funktionen konnen jedogbartiell* sein, d. h.f ist nicht fur jedest = (x4, ..., x,) defi-
niert, was oft durchyf (z) = L oderf(z) ¢ N notiert wird.

Idee Wir funktionieren also zunéchst die Turing-Maschinen so um, dafl3 wir ihre Berechnung
als die Berechnung einer Funktion auffassen konnen. Dazu kodieren wir die Eingabe
(x1,...,2,) durch #bin(z,)#bin(xs)# . . . #bin(x,)# auf dem Eingabeband einer Turing-
Maschine, wobebin(x;) die Binardarstellung der Zahi, ist. Am Ende soll dann das Ergebnis
f(z) der Berechnung binar kodiert (aléo(f(z))) auf dem Band stehen.

Die Kodierung der Zahlendarstellungen variieren. Teilweise werden Zahlen auch unér kodiert oder an-
dere Trennzeichen (z. B. das Blank) benutzt. Fur unsere prinzipiellen Uberlegungen spielt die konkrete
Kodierung keine Rolle (bei Komplexitatsbetrachtungen dagegen schon).

Wir kénnen damit nun die berechenbaren Funktionen — genauer die Turing-berechenbaren
Funktionen — definieren .

Definition 6.1 (Berechenbare Funktionen)Eine Funktionf : N — N heil3t (Turing)berechenbar
wenn es eine Turing-Maschiré gibt, die

1 wir werden spéater sogar sehen, daR jeder hinreichend méchtige Berechnungsbegriff die Definition von parti-
ellen Funktionen zulassen muf3.
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- fur jedesz = (x4, ... ,x,) € N* mit f(z) € N auf der Eingabe

#Hbin(xq)#bin(xo)F# . . . #bin(x,)#
mit Bandinhalt#bin(f(z1,...,z,))# haltund

- fur jedesz = (zy, ... ,x,) € N*mit f(z) = L auf der Eingabe

Hbin(xq)#bin(xo)F# . . . #bin(x,)#
nicht halt.

Achtung: Hier gibt es eine ganze Reihe technisch verschiedener aber konzeptionell &quivalenter Defi-
nitionen. Einige Definitionen sind sogar konzeptionell verschieden; sie fuhren alle zum selben Berech-
nungsbegriff. Der Grund dafir ist wieder die Church’che These.

Bemerkung:
- Eine berechenbare Funktion wird aysdtiell-rekursivgenannt.

- Eine berechenbare Funktion, die total ist (dffiz) € N fur alle z € N™) wird auch
total-rekursivgenannt.

Beispiel 6.1
- Jede Funktion, die Sie in lhrer Lieblingsprogrammiersprache formulieren kénnen, ist be-
rechenbar: Ein beliebtes Beispiel ist die Ackermannfunktion

Hier ist eine mogliche Formulierung der AckermannfunktionN x N — N:

- a(0,0) =1
- a(0,1) =2
- a(0, ):2+yfurx>2
calzx+1,0) =
- alr + 1, y+1)—a(x a(z +1,9))

Die Ackermannfunktion ist ein Funktion, die extrem schnell wachst — schneller als alles,
was wir uns normalerweise vorstellen kénnen (denn Herr Ackermann hat sie extra so
definiert). Hier ein paar Anhaltspunkte dafur:

- a(0,y) = 2+ y fury > 2 (Addition fiir z = 0)

- a(l,y) =2y fury > 1 (Multiplikation fur x = 1)

- a(2,y) = 2Y fur y > 0 (Potenzfunktion fur = 2)

2

a(3,y) = 22 fir y > 1 (y-malige Anwendung der Potenz fiir= 3)

2 Eine Grund fir ihre Beliebtheit werden wir spéter noch kennenlernen: Sie ist ein Beispiel fur eine nicht
primitiv rekursive Funktion, die total rekursiv ist.
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Wennz um eins erhdht wird, ,potenziert” sich die ayfingewendete Funktion: Addition
— Multiplikation — Potenz— Hyperpotenz— . ... Bereits firx = 4 gibt es keine
Notation oder Bezeichnung mehr fiif4, v ).

- Gegenbeispiel: Die charakteristische Funktion des Halteproblems ist nicht berechenbar.
Genauer seil;, M,, Ms, ... eine Numerierung aller Turing-Maschinen:

1 falls M; mit leerer Eingabe hélt
0 sonst

f:N-N f(i)Z{

2 Registermaschinen

Es ist sehr muhselig, Turing-Maschinen ,zu programmieren®. Im folgenden Abschnitt betrach-
ten wir nun ein Berechnungsmodell, das der Vorstellung eines (hardware-nahen) Informatikers
vom Programmieren besser entspricht: die $tggistermaschin@ngl. random access machi-

ne, kurz RAM genannt).

Wir nennen die Funktionen, die man mit Registermaschinen berechnenrkgistermaschi-
nenberechenbarObwohl dieser Begriff konzeptuell und technisch verschieden definiert ist,
werden wir sehen, dal3 er genau die Turing-berechenbaren Funktionen charakterisiert.

2.1 Das Konzept der Registermaschine

Zunéachts stellen wir das Konzept der Registermaschine vor.

Die Registermaschine besitzt unendlich vi®egisterR,, R, R, ...; jedes Register
kann eine naturliche Zahl speichern!

Der Indexi eines Registers wird oft auch die Adresse des Registers genannt. Die Register
entsprechen im wesentlichen dem unendlichen Band der Turing-Maschine.

R, ist ein ausgezeichnetes Register, das aAldtlumulatorgenannt wird.

Initial enthalten die RegisteR,, ..., R, die Wertex, ..., z,. Alle anderen Register
enthalten den Wefi.

Am Ende der Berechnung steht das Ergebnis der Berechnung im Akkumulator.

Die Berechnung selbst wird durch ein Progamm beschrieben; das Programm besteht aus
einer durchnumerierten endlichen Folge von Befehlszeilen.

Ein Befehlszahle gibt die Nummer des nachsten auszufiihrenden Befehls an.

Das Programm nebst Befehlszahler entspricht der endlichen Kontrolle der Turing-Maschine.
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- Der genaue Befehlssatz der verschiedenen Registermaschinenmodelle variiert. Hier ge-
ben wir einen moglichem Befehlssatz an:

Befehl Semantik
LDA RO :RZ,Z:Z—i‘l
STA ¢ R,=Ry;Z:=7+1
ADD ¢ RQZRQ—FR“Z:Z—I—l
SUB ¢+ Ry:=Ry—R;;Z=7+1
INC ¢« R, =R,+1,Z:=7+1
DEC i R;=R;,—1,Z:=7Z+1
JMP i Z:=i

. Ry=0:2:=1
IMP {RO#O~Z~:Z+1
END 7 = Letzter Befehk- 1

Oft sieht man Registermaschinen, die auch Befehle zur Multilikation oder Division besitzen. Die-
se Befehle kann man aber durch Additionen bzw. Subtraktionen simulieren. Wir kénnten sogar
auf die Addition und Subtraktion verzichten, denn diese kdnnte man durch Inkrementierung und
Dekrementierung simulieren.

- Das Programnhalt, wenn der Befehlszahler auf eine nicht existierende Befehlszeile ver-
weist.

Die obige Definition ist zwar nur ,semi-formal“, reicht aber flr unsere Zwecke aus. Wir mif3ten
fur die folgende Definition die Berechnungen einer Registermaschine noch genauer formalisie-
ren —das ist nicht kompliziert aber etwas muhselig. Wir sparen uns (aus Zeitgriinden) die Muhe.

Definition 6.2 (Registermaschinenberechenbarkeit)
Eine (partielle) Fuktion heil3tegistermaschinenberechenbaenn es ein Registermaschinen-
programm gibt, das diese Funktion berechnet.

Beispiel 6.2

Wir betrachten die Funktiofi(z) = 2?2, die sich mit dem folgenden Programm berechnen lasst.
Dabei steht der Parameteim Registerl; das Register 2 nutzen wir als Zahlerdas Register

3 ist siw Ergebnisvariableryg:

1 LDA 1 <=zinden Akku
2 STA 2 z:=z (undzin Akku fur die nachf. Bed.)
3 JPZ 10 Wenn = 0dann goto 10
4 DEC 2 z:=2z-1
5 LDA 3 erg:=erg+x
6 ADD 1 |
7 STA 3 |
8 LDA 2 zinAkku (fir Bed.)
9 JMP 3 goto3
10 LDA 3 ergnach Akku
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2.2 Vergleich der Berechenbarkeitsbegriffe

Als néchstes vergleichen wir den Begriff der Turing-berechenbaren Funktionen mit dem Begriff
der registermaschinenberechenbaren Funktionen. Zunéchst zeigen wir, dal’3 wir alles was eine
Registermaschine berechnen kann auch mit einer Turing-Maschine berechnen kdnnen.

Satz 6.3 Jede registermaschinenberechenbare Funktion ist (Turing-) berechenbar.

Beweis:Simuliere die Registermaschine durch eine Turing-Maschine, wobei das Band die Re-
gisterRy, R1, Rs, ... reprasentiert.

Lbin(Ro)#bin( Ry )#bin(Ra)# . ..

Der aktuelle Befehlszahler kann im Zustand der Turing-Maschine gespeichert werden (da es
ja nur endlich viele Befehlszeilen gibt). Die konkreten Befehle kbnnen durch entsprechende
Makros realisiert werden. Dies mussten wir uns flr jeden einzelnen Befehl des Befehlssatzes
der Registermaschine Uiberlegen; das ist nicht schwer — aber aufwendig. O

Als néchstes betrachten wir die umgekehrte Richtung. Wir Uberlegen uns dazu, dal? wir jeden
Berechnungsschritt einer Turing-Maschine durch eine Registermaschine simulieren kdnnen.
Den unendlichen Bandinhalt der Turing-Maschine reprasentieren wir dazu in zwei Registern
(eines reprasentiert das Band links vom Kopf, das zweite reprasentiert das Band rechts vom
Kopf).

Voriuiberlegung: Dazu miissen wir ein paar Uberlegungen anstellen: Es gibt registermaschi-

nenberechenbare Funktionen:
cons: NxN—=N

first: N— N
rest: N— N
mit
cons(0,0) =0

first(cons(x,y)) = x
rest(cons(z,y)) =y

Dabei interpretieren wir den ersten Parameter &@is als ein Zeichen und den zweiten Pa-
rameter als eine (kodierte) Zeichenreihe. Die Funktions(x,y) kdnnen wir dann als das
Anflgen eines Zeichens an die Zeichenreihg auffassen. Die Funktiorfirst spaltet wie-

der das erste Zeichen ab; die Funktiast liefert die Kodierung des verbleibenden Teils der
Zeichenreihe.

Das Blank wird durch: = 0 und alle anderen Zeichen des Bandalphabetes werden beginnend
mit 1 durchnumeriert. Das leere (nur mit Blanks beschriftete) Band wird ebenfalls durch
reprasentiert. Die Bedingungns(0,0) = 0 garantiert dann, daf? das Anfligen eines Blanks an
ein leeres Band wieder das Blank liefert. Umgekehrt liefértt(0) das Blank und-est(0) das

leere Band, was mit unserer Interpretation genau tbereinstimmt.

Beispielsweise kdnnten wions(z, y) = % + x definieren (vgl. Ubung 1, Aufgabe 4g.).

Redaktioneller Hinweis: Hier sollte irgendwann nochmal das Bild aus dem handschriftlichen Skript (S.
175) hin.
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Die Reprasentation von Zeichenreihen durch natirliche Zahlen nennt manGiddlisierungDenn

Herr Godel hat diesen Trick (mit einer anderen Kodierung) benutzt, um in der Arithmetik Aussagen
Uber die Arithmethik zu formulieren, was zu seinen beriihmten Unvollstandikeitssatzen gefiihrt hat. Die
Konsequenzen unserer Godelisierung sind dagegen ziemlich harmlos.

Mit diesen Funktionen kénnen wir nun die Konfigurationen einer Turing-Maschine den Uber-
gang in die Nachfolgekonfiguration simulieren. Eine Konfiguratig®,; . . . a1¢;b1bs . . . b; €i-
ner Turing-Maschine reprasentieren wir in drei Registern:

Ry = cons(ay,cons(ay, cons(as, ... cons(ag,0) ...)))
Ry = j
Ry = cons(by, cons(by, cons(bs, ... cons(b;,0) ...)))

Die Nummer des Zeichens an der Kopfposition ist dana: first(R3).
Die Nachfolgekonfiguration kbnnen wir ebenfalls einfach berechnen. Betrachten wir als Bei-
spiel eine Rechtsbewegung einer Turing-Masclhiifie

aplre41 - - - CL1ij1b2 . bl
Fum
i
(07710775 BN Cl,lblquQ N bl

Das Zeicherb, erhalten wir unmittelbar aus der Ubergangsfunktioder zu simulierenden
Turing-Maschine (die wir im Registermaschinenprogramm als Entscheidungstabelle realisieren
kdnnen), indem wir den Wert fifirst(R3) undj ermitteln. Auchj’ erhalten wir direkt aus der
Ubergangsfunktiod. Damit ergibt sich der Inhalt der Register fur die Nachfolgekonfiguration
durch:

Ry = cons(by, Ry)

RQ = j/

Ry = rest(R3)

Fur eine Linksbewegung ergibt sich die Nachfolgekonfiguration analog.

Satz 6.4 Jede (Turing-)berechenbare Funktion ist registermaschinenberechenbar.

Beweis: Simulation der Turing-Maschine durch die Registermaschine geméaR obiger Uberle-
gung. 0

Bemerkungen:

- Die Registermaschine ist fir Komplexitatsbetrachtungen oft zweckmaRiger als eine TM.

- Man kann den Befehlssatz der Registermaschine auch noch erweitern: zum Beispiel um
die BefehleMULT, DIV oder um Befehle miindirekter AdressierungDadurch erhalten
wir keine neuen berechenbaren Funktionen, erhdht aber die Programmierbarkeit der Re-
gistermaschine.

BeweisideeMan kann jede Funktion, die sich mit einer Registermaschine mit indirekter Adres-
sierung berechnen lasst, auch mit einer Turing-Maschine berechnen (Verallgemeinerung von
Satz6.3 auf Registermaschinen mit indirekter Adressierung); alle Funktionen, die sich mit ei-
ner Turing-Maschine berechnen lassen, lassen sich wiederum auch durch eine Registermaschine
ohne indirekte Adressierung berechnen (Sadly.
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- Oft werden die Konfigurationen durch die Primzahlcodierungen reprasentiert. In der Prim-
zahlcodierung lasst sich die Ziffernfolge12134 mittels der zah! - 3° . 5% . 72 .
11t - 13* . 17* darstellen. Hierbei wird dié-te Stelle durch dieé-te Primzahl codiert
und der Wert der Ziffer an dieser Stelle durch die Potenzierung der Primzahl.

3 GOTO-, WHILE- und FOR-Berechenbarkeit

Der Befehlssatz der Registermaschine sieht bisher nur Sprangp (ind bedingte Springe

(JPZ) als Konstrukte vor. Das wesentliche Konstrukt ist also@iaoO-Anweisung. Wir nennen

diese Programme deshalb auch GOTO-Programme; und die Registermaschinenberechenbarkeit
nennen wir auch GOTO-Berechenbarkeit.

GOTO-Anweisungen wird in der Programmierung jedoch als schlechter Stil angesehen, weil
man mit ihnen sehr unibersichtliche Programme schreiben*kémuer Strukturierten Pro-
grammierungoeschrankt man sich deshalb auf eine kontrolliertere Art von Spriingen; ein Pro-
gramm wird dort aus den folgenden Kontrollkonstrukten aufgebaut:

- Sequenz:Sy; So

- Alternative: IFB THEN S; ELSES; FI
Hierbei ist B ein boolescher Ausdruck (bei uns ist dies ein beliebiges Regdigtedas
implizit auf 0 getestet wird g; == 0)).

- lteration:

- WHILE-Schleife: WHILEB DO S OD

- FOR-Schleife: FOR DO S OD
Mit ¢ wird in der FOR-Schleife das Regist&; adressiert, das wichleifenzéhler
nennen.Der Wert des Registers wird bei jedem Schleifendurchladfdekremen-
tiert. Nimmt das Schleifenzahler den Weran, wird die FOR-Schleife beendet. Im
SchleifenrumpfS darf der SchleifenzéhlgR; dabei nicht modifiziert werden (reine)
FOR-Schleife.

Im folgenden unterscheiden wir Programme, gemalf’ der in ihnen vorkommenden Schleifenkon-
strukte: In WHILE-Programmen kommen nur WHILE-Schleifen vor; in FOR-Programmen
kommen nur FOR-Schleifen vor. Entsprechend definieren wir dann den Begriff der WHILE-
und FOR-Berechenbarkeit.

Definition 6.5 (WHILE- und FOR-Berechenbarkeit)

1. Ein Registermaschinenprogramm, das nur aus elementaren AnweisusigenLA,
ADD, SUB, INC, DEC) und aus Sequenzen, Alternativen WtHILE-Schleifen aufge-
baut ist, heiBWHILE -Programm.

2. Ein Registermaschinen-Programm, das nur aus elementaren Anweisungen und aus Se-
guenzen, Alternativen und (reineRPR-Schleifen aufgebaut ist heiBOR-Programm
(manchmal auclh.OOP-Programm).

3 E. W. Dijkstra: Go to statement considered harmful. CACM 11/3, 1968.
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3. Eine Funktion heiBFOR-berechenbar, wenn es elfOR-Programm gibt, das diese
Funktion berechnet.

4. Eine Funktion heiRWWHILE-berechenbar, wenn es éMHILE-Programm gibt, das die-
se Funktion berechnet.

Nun Uberlegen wir uns, wie sich die neu definierten Berechenbarkeitsbegriffe zum bisherigen
Berechenbarkeitsbegriff verhalten. Dazu stellen wir einige Beobachtungen an.

Beobachtungen:

- Jede FOR-Schleife kann natirlich durch eine WHILE-Schleife ersetzt werden. Deshalb
ist jede FOR-berechenbare Funktion auch WHILE-berechenbar.

- Jedes FOR-Programm terminiert fur alle Eingaben! D.h. alle FOR-berechenbaren Funk-
tionen sind total.

Beweis Falls das FOR-Programm nur eine Schleife besitzt, ist die Terminierung klar, da der
Schleifenzahler in jedem Durchlauf genau um 1 verringert wird. Da der Schleifenzahler im
Schleifenrumpf nicht verandert werden kann, erreicht er irgendwann den Wert 0. Dann ist die
Schleife beendet. Fir Programme mit ineinander verschachtelten Schleifen folgt die Aussage
durch Induktion.

Wir werden in Ubung 13, Aufgabe 2 sehen, daR in einer Programmiersprache, deren Pro-
gramme immer terminieren nicht alle totalen und berechenbaren Funktionen berechnet
werden konnen. Ein Beispiel fir eine totale und berechenbare Funktion, die nicht FOR-
berechenbar ist, ist die Ackermannfunktion.

- Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein WHILE-Programm berechnet wer-
den, das genau eine WHILE-Schleife hat (dies nennt man dann ein PrograKkigein
ne’scher Normalform

Beweis: Zunachst kann man naturlich eWHILE-Programm in einGOTO-Programm Uber-
setzen. DieseSOTO-Programm kann man dann in eine Turing-Maschine Ubersetzen§Stz
Die Turing-Maschine kann mann dann durch &fHILE-Programm simulieren, wobei in der
einenWHILE-Schleife genau ein Schritt der Turing-Maschine simuliert wird (so &hnlich wie in
Satz6.4).

Insgesamt haben wir dann tber einige Umwege aus el E-Programm mit evtl. mehre-
rerenWHILE-Schleifen ein Aquivalent®HILE -Programm mit genau einé/HILE-Schleife
Ubersetzt.

Insgesamt egibt sich dann das folgende Bild:
Satz 6.6

1. Die WHILE-berechenbaren Funktionen sind genau die berechenbaren Funktionen.

2. Die FOR-berechenbaren Funktionen sind eeghteTeilmenge der berechenbaren Funk-
tionen.
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Beweis:

- Wie in der vorangegangenen Beobachtung angedeutet, konnen wir jedes WHILE-Programm
in ein aquivalentes GOTO-Programm ubersetzen. Damit ist jede WHILE-berechenbare
Funktion auch GOTO-berechenbar und damit (Turing-)berechnenbar.

Umgekehrt kann man, wie oben angedeutet, eine Turing-Maschine durch ein WHILE-
Programm simulieren. Damit ist jede (Turing-)berechenbare Funktion auch WHILE-
berechenbar (das geht wie im Beweis von $atiy.

- Obige Beobachtung und Ubungsblatt 13, Aufgabe 2.

Eine sehr interessante Aufgabe ist auch der Nachweis, dal® die Ackermannfunktidr@iht
berechenbar ist. Dazu zeigt man, daf3 €i® R-Programm fiir die Berechnung von a(n+1,n+1)
mindestens ineinander verschachtelfeOR-Schleifen bendtigt (das war genau die Absicht von
Herrn Ackermann bei der Konstruktion seiner Funktion). Da dies fiir beliebigdt, gibt es
keine Obergrenze fir die Anzahl der verschachteR€R-Schleifen. Leider fehlt uns die Zeit,
uns diesen Beweis genauer anzusehen.

0

4 Primitive Rekursion und p-Rekursion

Die bisherigen Definitionen der Berechnungsbegriffe entsprechen dem Prinzip der imperativen
Programmierung. Als letztes betrachten wir nun das Prinzip der funktionalen Programmierung
und definieren zwei entsprechende Berechenbarkeitsbegriffe.

Funktionale Programmierung: Gemal des Prinzips der funktionalen Programmierung wer-
den Funktionen durch Kombination von elementaren Funktionen definiert. Dariiber hinaus kon-
nen Funktionen rekursiv definiert werden.

Dabei mussen wir noch festlegen, welche Funktionen wir als elementar ansehen, wie wir aus
bereits definierte Funktionen neue konstruieren kénnen, und welche Form der Rekursion wir
zulassen. Wir betrachten hier zwei verschiedene Formen der Rekursion: die primitive (oder
begrenzte) Rekursion, und die (unbeschrankt®ekursion. Die elementaren Funktionen und

die Kombination von Funktionen sind in beiden Fallen gleich

4.1 Primitive Rekursion

Zunachts definieren wir die primitiv rekursiven Funktionen.

Definition 6.7 (Primitiv rekursive Funktionen)
Die Menge deprimitiv rekursive Funktionemst induktiv definiert durch:

Elementare Funktionen Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursiv:

Konstante Null 0 : N° — N mit0() = 0.
Nachfolgerfunktion o : N — Nmito(z) =z + 1 furallex € N.
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Projektionsfunktionen =7 : N* — N mit 7' (z,...,x,) = x; (fur 1 <7 <n).
Konstruktionen

Einsetzen Wenng : N* — N undh, : N* — N primitiv rekursive Funktionen sind, dann
istauchf : N* — N mit f(zq,...,x,) = g(h1(2), ..., he(z)) primitiv rekursiv.
Primitive Rekursion Wenng : N* — N undh : N**2 — N primitiv rekursive Funktio-

nen sind, so ist auclfi : N**! — N mit
f(z,0) = g(z) Terminierung
flz,k+1)=h(z,k, f(z,k)) Rekursion
ebenfalls primitiv rekursiv.

Ahnlich wie bei der (reinen) FOR-Schleife, ist bei bei der primitiven Rekursion die Anzahl
der rekursiven Aufrufe begrenzt: fii(z,n) wird f genaun mal rekursiv aufgerufen. Aller
primitiv rekursiven Funktionen sind also tolal. Und man kann sich relativ leicht Giberlegen, daf3
die primitiv rekursiven Funktionen genau die FOR-berechenbaren Funktionen sind:

Satz 6.8 (Primitiv rekursiv = FOR-berechenbar) Die Menge der primitiv rekursiven Funk-
tionen ist genau die Menge dEIOR-berechenbaren Funktionen.

Frage: Welches Rekursionsprinzip liefert uns genau die WHILE-berechenbaren Funktionen?

Antwort:

4.2 Diepu-rekursiven Funktionen
Fur eine Funktiong : N*"*! — N bezeichnetig : N* — N eine Funktion mit:

(19) () = min{k € N | g(z,k) =0 A g(z,j) € Nfurallej < k}
HINL) = undefiniert, fallamin nicht existiert

1g(x) bezeichnet also den kleinsten IndexXir deng(z, k) = 0 gilt und fur den fur allej < &
der Wertg(z, j) definiert ist.

Der p-Operator macht also aus einer+ 1-stelligen Funktiory einen-stellige Funktionf = ug. Der
u-Operator ist also streng genommen ein Funktiofiat 1(g), wobei die Klammern meist weggelassen
werden — wie oben.

Definition 6.9 (u-rekursive Funktionen)
Die Menge der-rekursive Funktionen ist induktiv definiert:

- Jede primitiv rekursive Funktion igt-rekursiv.

- Wenng undhy, ..., hy, p-rekursiv sind, dannistauch: N* — Nmit f(z) = g(hi(x), ..., hp(z))
p-rekursiv.

- Wenng p-rekursiv ist, dann ist auch die Funktiory p-rekursiv.

Satz 6.10 [(i-rekursive Funktionen = WHILE-berechenbar)
Die Menge dej-rekursive Funktionen entspricht genau der Menge\léf1LE -berechenbaren
Funktionen.
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Beweisidee: Wir deuten hier nur kurz an, wie man eine Berechnung einer Turing-Maschine
durch eineu-rekursive Funktion ausdrickt. Es gibt eine primitiv rekursive Funkjipao daf3

f(z, k) die (geeignet kodierte) Konfiguration der Turing-Maschine bei Eingabhachk Be-
rechnungsschritten liefert. Sei ngreine Funktion, so daf(y) fur eine kodierte Konfiguration

y der Turing-Maschine das Ergebisiefert, wenn die Turing-Maschine in einem Endzustand
ist, und1 sonst. Dann lieferu(gf)(x) die Anzahl der Berechnungsschritte, die die Turing-
Maschine bis zur Terminierung auf Eingabéendtigt. Dann liefert(f(x, u(gf)(x)) das Er-
gebnis der Turing-Maschine, welhreine Funktion ist, die aus der kodierten Endkonfiguration
das eigentliche Ergebnis der Turing-Maschine berechnet.

Diese Beweisidee zeigt auch, dal? man auch hier wieder genau-&peration braucht, um die
Berechnung einer Turing-Maschine zu simulieren. Dies ist das Analogon (bzw. die urspringli-
che Formulierung) der Kleene'schen Normalform fidrekursive Funktionen: Jederekursive
Funktion kann mit genau einer Anwendung ge®perators definiert werden.

5 Uberblick

Nachfolgend sind nochmals die verschiedenen (bzw. gleichen) Berechnungsbegriffe dargestellt,
die wir in diesem Kapitel betrachtet haben. Auf der linken Seite sind die korrespondierenden
Konzepte aus den Formalen Sprachen angegeben:

Analogie bei Turing- Register- P
. . Rekursionen | Terminierun
Sprachen Maschine Maschine g
Register-Maschinen-, .
. . . . Nicht-
aufzahlbare partiell rekursive GOTO-, WHILE- p-rekursive termini
) . erminierung
Sprachen Funktionen berechenbare Funktionen -
. moglich
Funktionen
Ut Ut Ut Ut
entscheidbare . . Term|n|e_rung
total rekursive Funktionen semantisch
Sprachen
gefordert
S Ut Ut
- . Terminierun
Ut FOR-berechenbare  primitiv rekursive syntaktischg
Funktionen Funktionen erzwungen
kontextsensitive . . . . :
Sprachen - Die total rekursiven Funktionen Iassen"smh nicht
syntaktisch Charakterisieren (siehe Ubung 13,
Ut Aufgabe 2)!
, - Church’'sche These: “Mehr als partiell rekursiv
kontextfreie g
geht nicht!
Sprachen

Um etwas mehr Uber Berechenbarkeit zu lernen, sollten Sie mal einen Blick in das Buch von
E. Smith B] werfen. Insbesondere sind dort die hier nur angedeuteten Beweise ausgefuhrt.
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Redaktioneller Hinweis: Das ganze Kapiteist noch sehr knapp gehalten. Wenigstens die wichtigsten
Beweise sollten irgendwann ergénzt werden.



Kapitel 7

Kritik klassischer Berechnungsmodelle

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir uns mit den Begriffen des Berechenbaren
und des Entscheidbaren beschaftigt. Insbesondere haben wir die Grenzen des Berechenbaren
und Entscheidbaren ausgelotet. Wir haben uns also mit dem beschéftigt, was man prinzipiell
mit Rechnern machen kann (und was nicht).

Allerdings betrachtet diese ,klassiche Berechenbarkeitstheorie” nur einen kleinen Teil dessen,
woflr wir Rechner heute einsetzen: das Berechnen von Funktioviehe (mdglicherweise die
meisten) Dinge, fur die wir Rechner heute einsetzen, kann man nur mit Mihe oder gar nicht
als die Berechnung einer Funktion auffassen. Beispielsweise lassen sich die folgenden Systeme
nur schwer als die Berechnung einer Funktionen auffassen?

- Betriebssystem
- Betriebliches Informationssystem
- Web-Server

- Workflow-Managementsystem

In der theoretischen Informatik kénnte man manchmal den Eindruck gewinnen, dass die Welt
nur aus dem Berechnen von Funktionen besteht. Die informationstechnische Realitat sieht aber
oft anders aus. Sie beschaftigt sich miteraktivenoderreaktiven Systememiese Systeme
unterscheiden sich in zwei wesentlichen Punkten von der Berechnung einer Funktion:

- Die Eingabe liegt nicht bereits am Anfang der ,Berechnung*” vor; die ,Berechnung” be-
steht aus einer Interaktion von Ein- und Ausgaben.

- Fur das Systemverhalten ist nicht nur die Beziehung zwischen Eingabe- und Ausgabe
relevant, sondern auch das was zwischendurch passiert.

- Die ,Berechnung” muf3 nicht unbedingt terminieren. Bei vielen Systemen ist die Nicht-
Terminierung sogar der gewinschte Fall (wenigstens konzeptuell). Beispielsweise sollte
ein Betriebssystem im Idealfall nie terminieren.

L Wir haben uns hier sogar auf Funktionen {iber den natirlichen ZghieX® — N beschrénkt. Das ist aber
keine prinzipielle Einschrankung, da man andere Datentypen durch geeignete Kodierung repréasentieren kann. Da-
tentypen sind also — was die prinzipiellen Aspekte der Berechenbarkeit betrifft — ,nur* eine Frage der Kodierung.
Aber naturlich gibt es eine eigenstandige Theorie der abstrakten Datentypen.
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Es gibt zwar Versuche, auch interaktive Systeme als das Berechnen von Funktionen aufzufassen.
Aber das ist nicht unbedingt zweckmaRig.

Warum also haben wir uns mit der ,klassichen Berechenbarkeitstheorie* beschéftigt, obwohl
die informationstechnische Wirklichkeit ganz anders aussieht? Darauf gibt es verschiedene Ant-
worten:

- Die klassiche Berechenbarkeitstheorie zeigt die prinzipiellen Grenzen des Machbaren
auf. Dieser Grenzen sollte sich jeder Informatiker bewul3t sein.

- Interaktive Systeme bestehen in vielen Féllen aus Teilkomponenten, die Funktionen be-
rechnen.

- Es gibt Automatenmodelle oder auf Automatenmodellen basierende Formalismen, zur
Beschreibung reaktiver Systeme:

- Petrinetze

- Prozessalgebren
- Statecharts . .
. Dazu gibt es Spezialvorlesungen
- Buchi-Automaten

- |/O-Automaten

/

Viele der Techniken, die wir in der Vorlesung kennengelernt haben, spielen auch bei die-
sen erweiterten Automatenmodellen eine Rolle.

Die klassische Berechenbarkeitstheorie hat viel zum Verstandnis des mit Rechnern|Mach-
baren beigetragen. Sie nimmt deshalb nach wie vor einen wichtigen Platz in der Infgrmatik

ein. Wir sollten uns durch sie aber nicht den Blick fur die “informatischen Wirklichkeit
verstellen lassen!
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