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Redaktioneller Hinweis: Es gibt ein paar Dinge, die noch Vereinheitlicht werden müssen.

- Symbole für Zeichen des Alphabets: sollten nicht fett, gesetzt werden.

- Alte und neue Rechschreibung (z.B. daß vs. dass)



Teil A

Formalia und Einführung
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Vorwort

Dieses Skript ist im Anschluß an die gleichnamige Vorlesung entstanden, die ich im
WS 2001/02 an der Technischen Universität München gehalten habe. Eigentlich hatte ich nicht
die Absicht, eine „geTeXte“ Version meines Vorlesungsskriptes zu erzeugen, da sich meines Er-
achtens ein gutes Skript über mehrere Semester entwickeln muß. So gesehen ist dieses Schrift-
stück also noch gar kein Skript, sondern nur eine Vorversion.
Da sich jedoch Herr Manthey die Mühe gemacht hat, seine Mitschrift zu „TeXen“, habe ich
nun also doch begonnen, aus dieser Mitschrift ein Skript zu erstellen, das sich hoffentlich über
die Jahre noch etwas verbessern wird. Noch sind einige „saloppe“ Bemerkungen enthalten, die
im Rahmen einer Vorlesung sicher gut ankommen, aber in einem Skript etwas merkwürdig
anmuten. Auch fehlen an vielen Stellen noch ausführlichere Erklärungen und Kommentare (vor
allem am Ende), die in der Vorlesung nur mündlich gegeben wurden oder sogar nur durch
Gestik und Mimik vermittelt wurden. Leider fehlen auch noch einige graphische Darstellungen
zur Veranschaulichung bestimmter Konzepte oder Beweise.
Ich hoffe jedoch, daß bereits diese Vorversion des Skriptes eine gute Ergänzung zu den gescann-
ten handschriftlichen Unterlagen im WWW darstellt:

http://wwwbrauer.informatik.tu-muenchen.de/lehre/fospr/WS0102/

Ich bedanke mich bei den Studierenden, die sich aktiv und motiviert an der Vorlesung und
der Übung beteiligt haben. Sie haben mich auf Fehler hingewiesen, mich durch Rückfragen
dazu gebracht, über schlüssigere Erklärungen nachzudenken und mich motiviert, dieses Skript
überhaupt zu erzeugen.
Ganz besonderer Dank gilt Herrn Manthey, der viel Mühe aufgewendet hat, in der Vorlesung
mitzutippen, und so die „TeX“nische Grundlagen zu diesem Skript gelegt hat. So konnte ich
mich überwiegend auf die inhaltliche Überarbeitung und Ergänzung des Skriptes konzentrieren.

München, im April 2002,
Ekkart Kindler
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Kapitel 1

Einführung

1 Motivation

Frage: Warum sollte sich ein “praktischer Informatiker” oder “Softwaretechniker” diese
Theorie-Vorlesung anhören.

Antwort 1: So theoretisch ist das Thema nicht (wird benötigt für: Compilerbau, Sprachent-
wurf, ...).

Antwort 2: Für eine weitere Antwort gehen wir zuerst der Frage nach: Was ist Informatik?
Informatik beschäftigt sich mit der mechanischen Verarbeitung, Übermittlung, Speiche-
rung und Wiedergewinnung von Informationen und mit der Konstruktion von Systemen,
die diesem Zweck dienen.
Was wiederum eine Information ist, wird an dieser Stelle nicht behandelt, da dies hier zu
weit führen würde. Es werden sowieso nur die Repräsentationen der Informationen verar-
beitet und nicht die Information selbst. Diese Informationen werden durch Zeichenketten
über einem Alphabet repräsentiert.
Eine(Formale) Spracheist aber nichts anderes als eine Menge von Zeichenreihen (Wör-
tern) über einen Alphabet.

- Beschreibung von Klassen von Informationen

- Beschreibung der Struktur von Informationen

Ein Automatist ist ein abstraktes Modell eines mechanischen Systems zur Verarbeitung
von Informationen (Zeichenreihen).

- Abstraktion von technischen Details

- Konzentration auf das Wesentliche

- Klassifikation von Automatentypen und Untersuchung von Beziehungen

Die Berechenbarkeitstheorieuntersucht die Grenzen mechanischer Systeme zur Verarbei-
tung von Informationen (Zeichenreihen) und zur Berechnung von Funktionen.
In dieser Vorlesung werden also grundlegende Konzepte, Modelle und Beweistechniken
vorgestellt, die der Verarbeitung von Information, der Berechnung von Funktionen die-
nen und die sich zur Untersuchung und dem Verständnis der ihnen zugrundeliegenden
Prinzipien als zweckmäßig erweisen haben.

1
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Diese sollen sich im Unterbewußtsein eines Informatikers fest verankern, auch wenn er sie nicht
explizit benutzt (niemand soll mit der Turing-Maschine programmieren).

Antwort 3: Die in der Vorlesung vorgestellten Ideen, Denkweisen und Beweise schulen das
“informatische” Denken.

- Bilden von Abstraktionen / Modellen

- Erkennen von Zusammenhängen

- Führen von Beweisen auf verschiedenen Abstraktionsebenen

2 Überblick

Zunächst geben wir einen Überblick darüber, was uns in der Vorlesung erwartet. Abbildung1.1
zeigt die in der Vorlesung betrachteten Sprachklassen und die zugehörigen Automatentypen.
Dies ist eine grobe Landkarte des Gebiets, auf dem wir uns in der Vorlesung bewegen. Diese
Landkarte nennt sichChomsky-Hierarchie.

Sprachklasse Grammatik Automat Beispiel
andere

Charakterisierung

rekursive aufzählbare
Sprachen Typ 0 NTM = DTM “Halteproblem” RAM, µ-Rekursion

∨
primitive Rekursion

rekursive Sprachen

kontextsensitive
Sprachen

Typ 1 LBA anbncn

kontextfreie Sprachen Typ 2 NKA
korrekt

geklammerte
Ausdrücke

deterministische
kontextfreie Sprachen

LR(k),
LL(k)

DKA anbn

lineare Sprachen

reguläre Sprachen Typ 3 NEA = DEA a∗b∗
rationale (reguläre) Aus-
drücke, erkennbare Men-
gen, ...

DEA Deterministischer endlicher Automat
NEA Nicht-deterministischer endlicher Automat
DKA Deterministischer Kellerautomat
NKA Nicht-deterministischer Kellerautomat
LBA Linear beschränkter Automat

(Turing-Maschine mit einem linear beschränktem Band)
DTM Deterministischer Turing-Maschine
NTM Nicht-deterministischer Turing-Maschine

Tabelle 1.1. Grobe Übersicht über die wichtigsten Sprachklassen: Die Chomsky-Hierarchie
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Achtung: Diese Landkarte ist hier noch sehr ungenau und streng genommen in einigen Punkten sogar
falsch. Die Welt ist eben nicht so linear wie hier dargestellt. Die genauen Beziehungen zwischen den
Sprachklassen werden wir später noch angeben.

In der Vorlesung werden wir also verschiedene Sprachklassen definieren und untersuchen. Ty-
pische Fragestellungen sind dann:

1. Formale Sprachen und Automaten

- Äquivalenz und Inklusion von Sprachklassen

- Äquivalenz von Automatentypen (zum Beispiel: gilt DLBA = NLBA ?)

- Entscheidungsverfahren / Unentscheibarkeit

· Ist ein Wort in einer Sprache enthalten ?

· Ist eine Sprache endlich ?

· Ist die Sprache leer ?

- Abschlußeigenschaften

· Ist der Durchschnitt / die Vereinigung zweier Sprachen einer bestimmten Klasse
wieder aus dieser Klasse?

· Ist das Komplement einer Sprache einer bestimmten Klasse wieder aus dieser
Klasse?

2. Berechenbarkeit

- Äquivalenz der verschiedenen Berechnungsmodelle (Church’sche These)

- Grenzen des Berechenbaren

Bereits in Abschnitt3.3wird uns eine sehr einfache Überlegung eine traurige Wahrheit lehren:
Es gibt wesentlich mehr Funktionen, die nicht berechenbar sind, als Funktionen, die berechenbar
sind.

3 Grundbegriffe
An dieser Stelle werden die mathematischen Grundbegriffe eingeführt, die wir in der Vorlesung voraus-
setzen. Hier werden jedoch nur die wichtigsten Begriffe erwähnt; weitere Begriffe werden bei Bedarf
eingeführt. Eigentlich sollten alle hier aufgeführten Begriffe bereits bekannt sein. Dieses Kapitel dient
also im wesentlichen dazu, Sie mit der in der Vorlesung benutzten Terminologie und Notation vertraut
zu machen.

3.1 Wörter und Sprachen

Ein Alphabetist eine endliche Menge vonZeichen(Symbolen). Ein Beispiel ist das Alphabet
Σ = {a, b, c}. Eine endliche Sequenza1a2 . . . an mit ai ∈ Σ für i ∈ {1, . . . , n} nennen wirWort
(Zeichenreihe, Zeichenkette) über dem AlphabetΣ. Die Menge aller Wörter überΣ bezeichnen
wir mit Σ∗. Als Bezeichner für Wörter benutzen wir typischerweise die Buchstabenu, v, w (da
a, b, c, ... bereits für die Zeichen des Alphabets reserviert sind). Die leere Sequenz bezeichnen
wir mit ε; wir nennenε dasleeres Wort. Es gilt:
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∅∗ = {ε}
{a}∗ = {ε, a, aa, aaa, . . . }

Für zwei Wörterv = a1a2 . . . an ∈ Σ∗ undw = b1b2 . . . bm ∈ Σ∗ definieren wir dieKonkaten-
ationv ◦ w (kurz:vw) vonv undw durch:

v ◦ w = vw = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm

Für Wortw = a1a2 . . . an heißtn auch dieLänge des Wortesw und wir schreiben|w| = n. Die
Länge eines Wortes kann man induktiv wie folgt definieren:

|ε| = 0

|a| = 1 für a ∈ Σ

|v ◦ w| = |v|+ |w|

Ein Wort u ∈ Σ∗ heißtPräfix eines Wortesv ∈ Σ∗, wenn ein Wortw ∈ Σ∗ mit u ◦ w = v
existiert. Ein Wortu ∈ Σ∗ heißt Suffixeines Wortesv ∈ Σ∗, wenn ein Wortw ∈ Σ∗ mit
w ◦ u = v existiert.
Eine TeilmengeL ⊆ Σ∗ nennen wirSpracheüberΣ. Eine Wortw ∈ L nennen wir dann auch
Wort der SpracheL.
Die Konkatenationzweier SprachenL1, L2 ⊆ Σ∗ ist definiert durch:

L1 ◦ L2 = L1L2 = {vw | v ∈ L1, w ∈ L2}

Die Kleene’sche HülleL∗ einer SpracheL ist definiert durch:

L0 = {ε}

Li+1 = LLi für i ≥ 1

L∗ =
⋃
i∈N

Li

L+ = L∗ \ {ε}

Achtung der Stern-Operator hat in der Kleene’schen Hülle eine etwas andere Bedeutung als inΣ∗. Der
Stern-Operator auf Sprachen wird auchKleene-Stern(bzw.Kleene star) genannt.

3.2 Äquivalenzrelationen

Eine TeilmengeR ⊆ A × A wird binäre RelationüberA genannt. Für(a, b) ∈ R wird im
allgemeinen die Schreibweisea R b verwendet (oft aucha→ b odera⇒ b). R heißt:

- reflexiv, wenn für allea ∈ A gilt a R a

- symmetrisch, wenn für allea, b ∈ A mit a R b auchb R a gilt.

- transitiv, wenn für allea, b, c ∈ A mit a R b undb R c aucha R c gilt.
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Abbildung 1.1. Eine Äquivalenzrelation mit zwei Äquivalenzklassen[a] = {a, b} und[c] = {c, d, e}.

Eine RelationR heißtÄquivalenz(relation), wennR reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
Eine ÄquivalenzR zerlegt eine MengeA in disjunkteÄquivalenzklassen: [a]R = {b ∈ A | a R
b}. Für die Äquivalenzklassen gilt:

[a]R = [b]R gdw. a R b

[a]R ∩ [b]R = ∅ gdw. ¬a R b

A =
⋃

a∈A

[a]R

Die Anzahl der Äquivalenzklassen vonR heißtIndexvon R: |{[a]R | a ∈ A}|. Abbildung1.1
zeigt eine Äquivalenzrelation überA = {a, b, c, d, e} mit zwei Äquivalenzklassen; sie hat also
den Index2.
Die transitive HülleR+ (bzw.→+ ) einer (beliebigen) RelationR ist die kleinste Relation, die
transitiv ist undR enthält. Man kann die transitive Hülle einer beliebigen Relation „konstruie-
ren“, indem man so lange Kanten inR einfügt, bis die Transitivitätsbedingung erfüllt ist.
Die reflexiv-transitive HülleR∗ (bzw.→∗ ) einer RelationR ist die kleinste Relation, die
reflexiv und transitiv ist undR enthält. Man kann die reflexiv-transitive Hülle einer Relation
konstruieren, indem man zusätzlich zur transitiven Hülle der Relation an jedem Knoten die
Kante	 einfügt.

3.3 Abzählbarkeit

Motivation

Wieviele Funktioneng : N→ {0, 1} gibt es? unendlich viele
∨

Wieviele Programme gibt es? unendlich viele
||

Wieviele natürliche Zahlen gibt es? unendlich viele
Es gibt verschiedene Stufen von Unendlichkeit. Wir benötigen also ein Handwerkszeug, um die
verschiedenen Stufen von Unendlichkeit unterscheiden zu können.

Zugegebenermaßen ist die Abzählbarkeit ein sehr grobes Handwerkszeug. Denn wir unterscheiden nur
zwei Stufen von Unendlichkeit. Aber für unsere Zwecke reicht das völlig aus.
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3.3.1 Definition

Eine MengeA heißt abzählbar (unendlich), wenn es eine bijektive Abbildungf : A → N
gibt. Wir schreiben dann:|A| = |N| = ω. Für eine endliche MengeA schreiben wir|A| < ω.
Für eine unendliche MengeA, die nicht abzählbar ist, schreiben wir|A| > ω und nennenA
überabzählbar.

Beispiel
1. |{1, 2, 3, 4, 5}| < ω

2. |N| = |Z| = |Q| = ω

3. Für ein endliches AlphabetΣ gilt: |Σ∗| = ω

4. |R| > ω

5. |{g : N→ {0, 1}}| > ω

3.3.2 Beweistechniken für die Abzählbarkeit

Hier stellen wir kurz einige Techniken zum Nachweis der Abzählbarkeit einer Menge vor:

1. Explizite Angabe einer „Abzählungsfunktion“.

2. Teilmengenbeziehung: Für eine abzählbare MengeA ist jede TeilmengeB ⊆ A abzählbar
oder endlich.

3. Standardkonstruktionen (Beweis per Induktion usw.)

Beispielsweise kann man den Beweis für|Z| = |Q| = ω durch die explizite Angabe einer
Abzählung führen. Um zu beweisen, daß die ganzen ZahlenZ abzählbar unendlich sind, defi-
nieren wir eine Funktion, die die ganzen Zahlen bijektiv auf die natürlichen Zahlen abbildet. In
Abb. 1.2 ist diese Funktion skizziert.

//| |
6 7%%|

4 5&&|
2 3((|

0 1&&
|
1−1

ee |
2−2

dd |
3−3

dd |

Abbildung 1.2. Die Skizze zeigt, dassZ abzählbar ist.

Für die rationalen ZahlenQ gehen wir ähnlich vor. Wir beweisen zunächst, daß die Menge
aller Brüche abzählbar ist. Dazu tragen wir alle Brüche in ein Koordinatensystem ein, in dem
die x-Achse den Zähler und diey-Achse den Nenner repräsentieren. In Abbildung1.3 ist die
entsprechende Abzählung skizziert. Da die Menge der rationalen Zahlen eine Teilmenge der
Brüche ist, folgt mit der Teilmengenbeziehung, dass auch die Menge der rationalen Zahlen
abzählbar ist.
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Abbildung 1.3. Die Skizze zeigt, dass die Menge der Brüche abzählbar ist.

3.3.3 Beweistechniken für die Überabzählbarkeit

Nun geben wir einige Beweistechniken für die Überabzählbarkeit einer Menge an.

1. Obermengenbeziehung: Für eine überabzählbare MengeA ist jede ObermengeB ⊇ A
überabzählbar.

Beispiel:|C| > ω, da|R| > ω undC ⊇ R

2. Diagonalisierung: Die Diagonalisierung läßt sich am besten an einem Beispiel erklären.
Wir verwenden daher dieses Verfahren an dieser Stelle dazu, um die Aussage|{g : N →
{0, 1}}| > ω (vgl. Beispiel Punkt 5) zu beweisen.

Das Diagonalisierungsverfahren ist ein Beweisverfahren durch Widerspruch. Wir nehmen
also zunächst an, dassA = {g : N → {0, 1}} abzählbar ist. Wir können dann die
Funktionen ausA abzählen:g0, g1, g2, ... Alle Funktionen ausA sind also in der folgende
(unendlichen) Tabelle repräsentiert:

0 1 2 3 4 5 . . .
g0 1 0 1 1 0 0 . . .
g1 0 1 0 0 1 1 . . .
g2 0 1 1 0 0 1 . . .
g3 1 0 1 1 1 1 . . .
g4 1 1 0 0 0 0 . . .
g5 0 1 1 1 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

. . .

Wir konstruieren nun eine Funktionf : N → {0, 1} entlang der Diagonalen (rot) wie
folgt:

f(n) =

{
1 falls gn(n) = 0
0 falls gn(n) = 1

}
= gn(n)

Offensichtlich istf ein Element vonA, kommt aber in der Abzählungg0, g1, g2, ... nicht
vor. Denn gäbe es eingi mit gi = f , so müßte gelten:gi(i) = f(i) = gi(i) 6= gi(i); dies
ist offensichtlich ein Widerspruch.
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Beobachtung:: DaΣ∗ für jedes Alphabet abzählbar ist, können wir nur abzählbar viele Dinge
(Automaten, Funktionen, Sprachen, . . . ) syntaktisch durch Zeichenreihen repräsentieren. Al-
lerdings gibt es überabzählbar viele Funktionen und Sprachen. Damit existieren überabzählbar
viele Funktionen, die wir nicht syntaktisch repräsentieren, geschweige denn berechnen können.

3.4 Grammatiken
Grammatiken gehören streng genommen nicht zu den Grundbegriffen, die wir voraussetzen. Sie sind
zentraler Gegenstand der Vorlesung.
Da wir im Laufe der Vorlesung verschiedene Varianten von Grammatiken einführen, ist es zweckmäßig,
hier die allgemeinste Form der Grammatik einzuführen. In den verschiedenen Kapiteln werden wir
dann die verschiedenen Varianten als Spezialfall definieren. In der vollen Allgemeinheit werden wir die
Grammatiken dann erst wieder gegen Ende der Vorlesung betrachten.

Motivation: Syntaktische Repräsentation einer Sprache (zum Beispiel: Programmierspra-
chen, syntaktische Ausdrücke, XML, . . . ). Ein typisches Beispiel ist die Backus-Naur-Form
BNF:

<Ausdruck> ::= <Ausdruck> + <Ausdruck> |
Startsymbol

(Axiom)

??

<Ausdruck> ∗ <Ausdruck> | Terminal
uu

oo

��

(<Ausdruck>) |

Produktion
%%

<Identifikator> Nichtterminaloo




<Identifikator> ::= <Buchstabe><Zeichenreihe>

Abbildung 1.4. Eine Grammatik in Backus-Naur-Form.

Definition 1.1 EineGrammatikG über einem AlphabetΣ besteht aus

- einer endliche MengeV vonVariablen(Nonterminalen) mit V ∩ Σ = ∅,

Ein Elemente vonΣ nennen wir auchTerminalsymbolundΣ dasTerminalalphabet.

- einer endlichen binären RelationP ⊆ (V ∪ Σ)+ × (V ∪ Σ)∗, denProduktionenoder
Regelnund

- einerStartvariablen(einemStartsymbol, Axiom) S ∈ V .

Wir notieren die Grammatik durchG = (V, Σ, P, S). Die Regeln(α, β) ∈ P einer Grammatik
notieren wir meist durchα→ β.
Die Elemente vonΣ nennen wir auchTerminale.

Bemerkung: „Eine Grammatik ist kein 4-Tupel!“
Der 4-Tupel ist lediglich eine mathematische Formalisierung. Eine Grammatik ist ein Konzept zur Be-
schreibung von (formalen) Sprachen) durch Regeln.
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Beispiel 1.1 (Grammatik)
Als Beispiel für die mathematische Formulierung einer Grammatik geben wir die Grammatik
zur BNF in Abb.1.4an:

Σ = (, ), +, ∗, a, b, c}
V = {A, I}
P = {A→ A + A, A→ A ∗ A, A→ (A), A→ I, I → a, I → b, I → c}
G = (V, Σ, P, A)

Frage: Welche Sprache wird durchG definiert?

Antwort: Definition überAbleitungvonSatzformenausgehend vom Axiom:

A ⇒G A + A ⇒G A + (A) ⇒G I + (A)

⇒G a + (A) ⇒G a + (A + A)︸ ︷︷ ︸
SatzformvonG

⇒∗
G a + (a + a)︸ ︷︷ ︸

SatzvonG

Definition 1.2 (Ableitung, Satzform, Satz, Sprache)
SeiG = (V, Σ, P, S) eine Grammatik und seienα, β ∈ (V ∪ Σ)∗:

1. β heißt ausα direkt ableitbar, wenn zwei Wörterγ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ und eine Produktion
α′ → β′ ∈ P existieren, so daßα = γα′γ′ undβ = γβ′γ′ gilt.

Wir schreiben dannα⇒G β. Den IndexG lassen wir auch weg, wenn er aus dem Kontext
hervorgeht.

β heißt ausα ableitbar, wennα⇒∗
G β gilt. Dabei ist⇒∗

G die transitiv-reflexive Hülle von
⇒G.

2. α heißtSatzformvonG, wennS ⇒∗
G α gilt.

3. w heißtSatzvonG, wennw eine Satzform vonG ist und wenn gilt:w ∈ Σ∗.

Die Menge aller Sätze vonG heißt die vonG erzeugte Spracheund wird mitL(G) be-
zeichnet (d.h.L(G) = {w ∈ Σ∗ |S ⇒∗

G w}).

Bemerkung: Die Ableitung eines Satzes kann auch als Graph dargestellt werden. Für kon-
textfreie Grammatiken (d.h. für Grammatiken mitP ⊆ V × (V ∪ Σ)∗) läßt sich die Ableitung
sogar als Baum darstellen (siehe Abschnitt1.2).

3.5 Konventionen

Im folgenden werden wir (soweit wie möglich) die Bezeichner in einer einheitlichen Weise
benutzten. Dies erlaubt es uns, aus dem Bezeichner auf den „Typ“ der bezeichneten Objekte zu
schließen. Wir werden dann nach einer gewissen Eingewöhnungszeit auf die explizite Angabe
ihres Typs verzichten.
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- Σ, ∆ sowieΣi, Σ
′ etc. bezeichnen ein Alphabet.

- a, b, c, . . . sowieai, a
′ etc. bezeichnen ein Zeichen eines Alphabetes.

- u, v, w, x, y, z sowiew1, w
′ etc. bezeichnen ein Wort über einem Alphabet.

- α, β, γ sowieαi, α
′ etc. bezeichnen ein Wort über einem verallgemeinerten Alphabet (z.B.

die Satzformen einer Grammatik).

- L, Li, L
′, . . . bezeichnen eine Sprach über einem Alphabet.

- A, B, C,X, Y, Z sowieAi, A
′ etc. bezeichnen eine Variable einer Grammatik.

- S sowieSi, S
′ etc. bezeichnen die Startvariable einer Grammatik.

- G sowieGi, G
′ etc. bezeichnen eine Grammatik.

- V sowieVi, V
′ etc. bezeichnet die Variablenmenge einer Grammatik.

- P sowiePi, P
′ etc. bezeichnen die Produktionsmenge (Regeln) einer Grammatik.

Diese Konventionen werden wir später erweitern, wenn wir später weitere Konzepte einführen. Leider
lassen sich dann Mehrdeutigkeiten nicht ganz vermeiden.
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Kapitel 2

Reguläre Sprachen

1 Endliche Automaten

1.1 Motivation
Beispiel 2.1
Charakterisierung der gültigen Bezeichner einer Programmiersprache durch endliche Automa-
ten:

// ?>=<89:;p

a

��b

...
++

z

AA
?>=<89:;76540123q

a

��

...

�� zyy

0

mm

...

YY

9

LL
oder // ?>=<89:;p a,...,z // ?>=<89:;76540123q a,...,z,0,...,9

vv

Abbildung 2.1. Zwei verschiedene Darstellungen eines Automaten für das Erkennen von Bezeichnern.

Beispiel 2.2
Charakterisierung aller Wörter über{0, 1}, die mit mindestens drei Einsern endet. Diese Menge
wird durch den folgenden Automaten beschrieben bzw. von ihm akzeptiert:

// GFED@ABCq0
1 //

0

TT
GFED@ABCq1

1 //

0
kk GFED@ABCq2

1 //

0

[[
GFED@ABC?>=<89:;q3 1

rr

0

}}

Abbildung 2.2. Ein deterministischer Automat für Wörter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Für manche Sprachen ist der entsprechende deterministische Automat sehr groß. Oft sind nicht-
deterministischen Automaten kleiner, übersichtlicher und einfacher zu konstruieren. Der nicht-
deterministische Automat für die obige Sprache ist in Abbildung2.3dargestellt.

13
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// GFED@ABCq0
111 //

0,1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q1

Abbildung 2.3. Ein nicht-deterministischer Automat für Wörter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Bemerkungen:

- Ein nicht-deterministischer Automat ist oft einfacher und übersichtlicher als der entspre-
chende deterministische Automat.

- Ein nicht-deterministischer Automat ist oft einfacher zu konstruieren (aus anderen Reprä-
sentationen bzw. aus einer informellen Beschreibung der Sprache) als ein entsprechender
deterministischer Automat.

- Zum Erkennen einer Sprache ist ein deterministischer Automat besser geeignet.

- Manche Operationen auf Sprachen lassen sich einfacher mit deterministischen Auto-
maten durchführen (beispielsweise die Konstruktion eines Automaten für das Komple-
ment einer Sprache); andere Operationen auf Sprachen lassen sich einfacher mit nicht-
deterministischen Automaten durchführen (beispielsweise die Konstruktionen eines Au-
tomaten, der die Vereinigung zweier Sprachen akzeptiert).

Deshalb sind beide Varianten sinnvoll. Besonders schön ist es, wenn man für jeden nicht-
deterministischen Automateneffektiv1 einen entsprechenden deterministischen Automaten kon-
struieren kann. Wir werden sehen, daß diese Überführung für endliche Automaten immer ef-
fektiv möglich ist. Für andere Automatentypen ist dies nicht immer möglich; beispielsweise
kann nicht jeder nicht-deterministische Kellerautomat in einen entsprechenden deterministi-
schen Kellerautomaten überführt werden (vgl. Kapitel3 Abschnitt2)

1.2 Verschiedene Definitionen endlicher Automaten
Wir beginnen mit der allgemeinsten Variante der endlichen Automaten und schränken diese dann immer
weiter ein. Aller weiteren Varianten sind also Spezialfälle.

Definition 2.1 (Endlicher Automat (EA))
Ein endlicher Automat(EA)A über einem AlphabetΣ besteht aus

- einer endlichen MengeQ vonZuständen,

- einer Menge vonStartzuständenI mit I ⊆ Q,

- einer endlichen Menge vonZustandsübergängenδ ⊆ Q× Σ∗ ×Q und

- einer Menge vonEndzuständenF mit F ⊆ Q.

1 Effektiv bedeutet dabei, daß es ein automatisches Verfahren zur Überführung eines nicht-deterministischen
Automaten in einen deterministischen gibt. Noch schöner ist es, wenn das Verfahren effizient durchgeführt werden
kann (Achtung: effektiv6= effizient).
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Wir schreibenA = (Q, Σ, δ, I, F ). Die einzelnen Elemente eines Automaten stellen wir gra-
phisch wie folgt dar:

?>=<89:;q Ein Zustand // GFED@ABCq0 Ein Startzustand

?>=<89:;76540123p Ein Endzustand
_

� �
L

�
L_ �
p abc //

_
� �

L
�
L_ �
q Ein Zustandsübergang

Bemerkung:

- Oft wird δ als Abbildung formalisiert. Dies ist schon bei nicht-deterministischen Auto-
maten unschön; bei unserer noch etwas allgemeineren Variante (wir erlauben Wörter an
den Kanten) sehr unzweckmäßig. Deshalb formalisieren wirδ als Relation (das Konzept
ist aber in beiden Fällen dasselbe).

- Bei uns sind alle weiteren Varianten Spezialfälle der obigen Definition. Deshalb haben wir
auf das Attribut „nicht-deterministisch“ zunächst verzichtet. In der Literatur wird unsere
Variante aber oft alsnicht-deterministischer endlicher Automat(NEA) eingeführt.

- Ein Wort w wird von einem Automatenerkannt (gehört zur akzeptierten Sprache des
Automaten), wenn es im Automaten einen Pfadq0

w1→ q1
w2→ q2 . . . qn−1

wn→ qn von einem
Startzustandq0 ∈ I zu einem Endzustandqn ∈ F mit w = w1w2 . . . wn gibt.

· Der gleiche Zustand kann auf dem Pfad mehrmals vorkommen.

· Der Pfad kann die Länge 0 haben (d.h.q0 = qn ∈ I ∩ F ); dann giltw = ε.

Für eine Zustandsübergangsrelationδ ⊆ Q×Σ∗×Q definieren wir die Relationδ∗ ⊆ Q×Σ∗×Q
als die kleinste Relation mit:

- δ ⊆ δ∗

- für alle q ∈ Q gilt (q, ε, q) ∈ δ∗

- für allep, q, r ∈ Q undu, v ∈ Σ∗ mit (p, u, q) ∈ δ∗ und(q, v, r) ∈ δ∗ gilt auch(p, uv, r) ∈
δ∗.

Alternativ dazu können wirδ∗ über die Hilfsrelationenδi. Die δi sind induktiv wie folgt definiert:

- δ0 = {(q, ε, q) | q ∈ Q},

- δ1 = δ,

- δi+1 = {(p, uv, r) | (p, u, q) ∈ δ, (q, v, r) ∈ δi}

Damit läßt sich dannδ∗ wie folgt definierenδ∗ =
⋃

i∈N
δi.

In Abbildung2.4 ist die Idee dieser Definition nochmals graphisch dargestellt.
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?>=<89:;p u //

⇓
uv

;;
?>=<89:;q v // ?>=<89:;r

Abbildung 2.4. Graphische Darstellung der Definition vonδ∗.

Definition 2.2 (Akzeptierte Sprache) SeiA = (Q, Σ, δ, I, F ) ein endlicher Automat. Die von
A akzeptierte SpracheL(A) ist definiert durch:

L(A) = {w ∈ Σ∗ | ∃p ∈ I, q ∈ F : (p, w, q) ∈ δ∗}

L(A) heißt auch dieLeistungvon A. Fürw ∈ L(A) sagen wir auch, daßw von A akzeptiertoder
erkanntwird.

Beispiel 2.3
Die akzeptierte Sprache der beiden endlichen Automaten aus Beispiel2.2 ist: {w111 |w ∈ Σ∗}

Definition 2.3 (Spezialfälle endlicher Automaten)
Ein endlicher AutomatA = (Q, Σ, δ, I, F ) heißt:

1. Automatmit (genau) einem Startzustand, wenn gilt|I| = 1; er heißt

2. alphabetisch, wenn giltδ ⊆ Q× (Σ ∪ {ε})×Q; er heißt

3. buchstabierend, wenn giltδ ⊆ Q× Σ×Q; er heißt

4. deterministisch(DEA), wenn er buchstabierend ist, genau einen Startzustand besitzt und
für alle p, q, r ∈ Q und allea ∈ Σ mit (p, a, q) ∈ δ und (p, a, r) ∈ δ gilt q = r; der
Automat heißt

5. vollständig, wenn für jedesp ∈ Q und jedesa ∈ Σ ein q ∈ Q mit (p, a, q) ∈ δ existiert.

Bemerkungen: Die Spezialfälle der Automaten schränken im wesentlich die Zustandsüber-
gangsrelationδ ein. Einige Eigenschaften übertragen sich aufδ∗ bzw. implizieren Eigenschaften
von δ∗:

1. WennA alphabetisch ist, dann gilt: für(p, w, r) ∈ δ∗ und jede Zerlegungu, v vonw (d.h.
uv = w) gibt es einq ∈ Q mit (p, u, q) ∈ δ∗ und ein(q, v, r) ∈ δ∗

2. WennA deterministisch ist, dann gilt für alle(p, w, q) ∈ δ∗ und alle(p, w, r) ∈ δ∗ auch
q = r.

3. WennA vollständig und deterministisch ist, dann existiert für jedesq ∈ Q und jedes
w ∈ Σ genau einr ∈ Q mit (q, w, r) ∈ δ∗.
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Abbildung 2.5. Syntaktische Inklusionsbeziehungen zwischen den Spezialfällen.

Bemerkungen:

1. Abbildung2.5gibt eine Übersicht über die verschiedenen Spezialfälle endlicher Automa-
ten. Die Abbildung zeigt, die Inklusionsbeziehungen, die sich aufgrund der syntaktischen
Einschränkungen ergeben.

2. Für einen Automaten mit (genau) einem Startzustandq0 ∈ Q schreiben wir auchA =
(Q, Σ, δ, q0, F ) anstelle vonA = (Q, Σ, δ, {q0}, F ).

3. Endliche Automaten ohne Einschränkungen oder mit den Einschränkungen 1 - 3 aus De-
finition 2.3werden auchnicht-deterministische endliche Automaten(NEA) genannt.

Achtung: Hier gibt es einen kleinen sprachlichen Stolperstein: Die Menge aller Automaten
nennen wir auch nicht-deterministische Automaten. Wenn wir das Komplement der Menge der
deterministischen Automaten meinen, nennen wir sie nicht deterministische Automaten. Nicht-
deterministische Automaten können dagegen deterministisch sein!
Den Bindestrich übersieht man leicht; hören kann man ihn ohnehin nicht. In der Praxis ist
dies aber selten ein Problem, da es sich meist aus dem Kontext ergibt, ob wir über die nicht-
deterministischen Automaten (also die Menge aller endlichen Automaten) oder die nicht deter-
ministischen (also die Menge aller endlichen Automaten ohne die deterministischen Automaten)
reden.

4. Alphabetische Automaten können, im Gegensatz zu den buchstabierenden Automaten,
sogenannteε-Übergängeenthalten:p

ε→ q.

5. Bei deterministischen Automaten wirdδ meist als partielle Abbildungδ : Q × Σ → Q
aufgefaßt; bei vollständigen deterministischen Automaten istδ : Q× Σ→ Q eine totale
Abbildung. Wir sprechen dann auch von einer partiellen bzw. totalenÜbergangsfunktion.

In manchen Lehrbüchern wird die Vollständigkeit bereits in der Definition des deterministischen
Automaten verlangt. Da die Vollständigkeit und der Determinismus zwei unabhängige Konzepte
sind, haben wir sie separat formalisiert.
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Konventionen Hier ergänzen wir unsere Konventionen zur Benutzung von Bezeichnern.

- A, Ai, A
′ etc. bezeichnen einen Automaten2

- p, q, r sowieqi, q
′ etc. bezeichnen den Zustand eines Automaten.

q0 bezeichnet den Startzustand eines Automaten (mit genau einem Startzustand.

- δ, δi, δ
′ bezeichnen die Zustandsübergangsrelation eines Automaten.

- I bezeichnet die Menge der Startzustände eines Automaten.

- F bezeichnet die Menge der Endzustände eines Automaten.

1.3 Äquivalenz der verschiedenen Automatentypen

Wir werden sehen, daß sich die Sprachen, die sich mit den verschiedenen Spezialfällen von Au-
tomaten erkennen lassen, nicht unterscheiden. Semantisch sind die verschiedenen Spezialfälle
von Automaten also alle äquivalent zueinander.

Definition 2.4 (Äquivalenz endlicher Automaten)
Zwei Automaten heißenäquivalent, wenn sie dieselbe Sprache akzeptieren.

Satz 2.5 Zu jedem endlichen Automaten gibt es effektiv einen äquivalenten endlichen Automa-
ten, der deterministisch und vollständig ist.

Die effektive Existenz bedeutet, daß man den äquivalenten deterministischen und vollständigen endli-
chen Automaten automatisch konstruieren kann. Die Konstruktion werden wir im Beweis kennenlernen.

Beweis:Der Beweis ist relativ lang und enthält verschiedene Konstruktionen, die auch einzeln
von Interesse sind. Deshalb geben wir zunächst einen Überblick über die verschiedenen Kon-
struktionsschritte, die dann im Detail ausgeführt werden:

1. Schritt: Endlicher Automat Automat mit genau einem Startzustand.

2. Schritt: Automat mit einem Startzustand alphabetischer Automat mit einem Startzu-
stand.

3. Schritt (ε-Elimination): Alphabetischer Automat mit einem Startzustand buchstabieren-
der Automat mit einem Startzustand.

4. Schritt (Potenzautomatenkonstruktion): Buchstabierender Automaten mit einem Startzu-
stand vollständiger und deterministischer endlicher Automat.
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A A′

// GFED@ABCp1 //

##H
HHH

H GFED@ABC?>=<89:;r1

GFED@ABCp2 //
;;wwwww

##H
HHH

H // GFED@ABC?>=<89:;r2

GFED@ABCp3

;;vvvvv

 

GFED@ABCp1 //

GFED@ABC?>=<89:;r1

// GFED@ABCq0
ε //

ε
99

ε %%

GFED@ABCp2 //
;;wwwww

// GFED@ABC?>=<89:;r2

GFED@ABCp3

;;vvvvv

A = (Q, Σ, δ, I, F )
A′ = (Q ∪ {q0}, Σ, δ′, q0, F )

mit δ′ = δ ∪ {(q0, ε, p) | p ∈ I}

Abbildung 2.6. Schritt 1: Konstruktion eines äquivalenten Automaten mit genau einem Startzustand.

Schritt 1: Erzeuge aus einem endlichen Automaten (mit mehreren Startzuständen) einen end-
lichen Automaten mit genau einem Startzustand.
Idee: Füge einen neuen Startzustandq0 zum Automaten hinzu, von dem jeweils einenε-Über-
gang vonq0 zu jedem bisherigen Startzustand führt. Wähleq0 als einzigen Startzustand.
Diese Konstruktion ist in Abb.2.6graphisch dargestellt und mathematisch formalisiert. Offen-
sichtlich giltL(A) = L(A′).

Entsprechend könnten wir einen äquivalenten Automaten mit genau einem Startzustand und genau
einem Endzustand konstruieren. Da die noch spezielleren Automaten jedoch im allgemeinen mehr als
einen Endzustand besitzen müssen, verzichten wir darauf, diese Konstruktion zu formalisieren. Denn bei
den weiteren Konstruktionen werden wir wieder zusätzliche Endzustände einführen (z.B. in Schritt 3).

Schritt 2: Erzeuge aus einem endlichen Automaten mit genau einem Startzustand einen al-
phabetischen endlichen Automaten mit genau einem Startzustand.
Idee: Teile einen Übergang mit einem Wortw = a1a2 . . . an mit n > 1 in mehrere Übergänge
mit jeweils nur einem Zeichen auf. Dazu müssen neue Zwischenzustände eingeführt werden.
Die Konstruktion ist in Abb.2.7graphisch dargestellt.

A A′

?>=<89:;p a1a2...an // ?>=<89:;q  ?>=<89:;p a1 // GFED@ABCp1
a2 // GFED@ABCp2 //. . . // ONMLHIJKpn−1

an // ?>=<89:;q

n > 1 wobeip1, . . . , pn−1 6∈ Q
neue Zustände sind

Abbildung 2.7. Konstruktion eines äquivalenten alphabetischen Automaten.

Schritt 3 (ε-Elimination): Erzeuge aus einem alphabetischen endlichen Automaten mit ge-
nau einem Startzustand einen buchstabierenden endlichen Automaten mit genau einem Startzu-
stand.

2 Zunächst verstehen wir darunter nur endliche Automaten; wir werden den BezeichnerA jedoch später auch
für andere Automaten benutzten.
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Idee: Wir löschen dieε-Übergänge. Wir müssen jedoch sicherstellen, daß sich dabei die akzep-
tierte Sprache des Automaten nicht ändert. Deshalb fügen wir im Schritt a. neue Kanten hinzu
und im Schritt b. zeichnen wir einige neue Endzustände aus. Erst im Schritt c. löschen wir dann
die ε-Übergänge. Diese drei Schritte sind in Abb.2.8graphisch dargestellt:

Schritt a. Für jede Kette vonε-Übergängen vonp nachr gefolgt von einema-Übergang nach
q fügen wir einena-Übergang direkt vonp nachq hinzu.

Schritt b. Falls vonp eine Kette vonε-Übergängen zu einem Endzustandq führt, wird auchp
ein Endzustand.

Schritt c. Löschen derε-Übergänge.

Die Schritte a. und b. können hierbei beliebig gemischt werden. Schritt c., d.h. das Entfernen der
ε-Übergänge, darf jedoch erst durchgeführt werden, wenn durch Schritt a. und b. keine neuen
Kanten bzw. Endzustände mehr hinzugefügt werden können.

a. Einfügen einesa-Übergangs für eineε . . . εa-Kette:

?>=<89:;p ε // GFED@ABCp1
ε // GFED@ABCp2

ε //. . . ε // GFED@ABCpn
ε // ?>=<89:;r a // ?>=<89:;q

⇓

?>=<89:;p ε //

a

77
GFED@ABCp1

ε // GFED@ABCp2
ε //. . . ε // GFED@ABCpn

ε // ?>=<89:;r a // ?>=<89:;q

b. Auszeichnung eines weiteren Endzustandes, wenn eineε-Kette zu einem Endzustand
existiert:

?>=<89:;p ε // GFED@ABCp1
ε // GFED@ABCp2

ε //. . . ε // GFED@ABCpn
ε // ?>=<89:;76540123q

⇓

?>=<89:;76540123p ε // GFED@ABCp1
ε // GFED@ABCp2

ε //. . . ε // GFED@ABCpn
ε // ?>=<89:;76540123q

c. Löschen derε-Übergänge:

?>=<89:;p ε // ?>=<89:;q

⇓

?>=<89:;p ?>=<89:;q

Abbildung 2.8. Konstruktion eines buchstabierenden Automaten aus einem alphabetischen Automaten.
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Durch diese Transformation wird aus einem AutomatenA = (Q, Σ, δ, I, F ) ein AutomatA′ =
(Q, Σ, δ′, I, F ′) erzeugt mit:

δ′ = (δ ∪ {(p, a, q) | (p, ε, r) ∈ δ∗, (r, a, q) ∈ δ}︸ ︷︷ ︸
Schritt a.

) \ (Q× {ε} ×Q)︸ ︷︷ ︸
Schritt c.

F ′ = F ∪ {p ∈ Q | (p, ε, q) ∈ δ∗, q ∈ F}︸ ︷︷ ︸
Schritt b.

Schritt 4 (Potenzautomatenkonstruktion): Erzeuge aus einem endlichen nicht-determinis-
tischen Automaten mit einem Startzustand einen endlichen deterministischen Automaten.
Idee (Potenzautomat): Wir verfolgen alle Wege im endlichen buchstabierenden Automaten
gleichzeitig, dabei merken wir uns alle Zustände, in denen sich der Automat befinden könn-
te.

Beispiel
Als Beispiel dazu betrachten wir den buchstabierenden Automaten aus Abb.2.9, der die Sprache
aller Wörter akzeptiert, die mit mind. drei Einsern enden.

// GFED@ABCq0
1 //

0,1

TT
GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
1 // GFED@ABC?>=<89:;q3

Abbildung 2.9. Ein buchstabierender Automat für Wörter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Nun betrachten wir das Wortw = 110111 und simulieren den Automaten:
initial : {q0}

1 : {q0, q1} Übergang vonq0 mit 1 nachq0 oderq1 möglich.
1 : {q0, q1, q2} Übergang vonq0 mit 1 nachq0 oderq1 möglich. Über-

gang vonq1 mit 1 nachq2 möglich.
0 : {q0} Einen Übergang mit0 gibt es nur vonq0; der führt

wieder nachq0.
1 : {q0, q1} . . .
1 : {q0, q1, q2} . . .
1 : {q0, q1, q2, q3} Automat kann sich (bei geeigneter Auswahl der Alter-

nativen) im Endzustandq3 befinden; das Wortw wird
also akzeptiert.

Die Simulation aller möglichen erreichbaren Zustände für jedes beliebige Eingabewortw kön-
nen wir nun ein für alle mal durchführen: Abb.2.10zeigt den entsprechenden Automaten.

Formal läßt sich die Potenzautomatenkonstruktion wie folgt beschreiben: Für einen buchsta-
bierenden AutomatenA = (Q, Σ, δ, q0, F ) definieren wirA′ = (2Q, Σ, δ′, {a0}, F ′), wobei
2Q = {P ⊆ Q} die Potenzmenge vonQ ist, d.h. die Menge aller Teilmengen vonQ.
Die Potenzmenge2Q vonQ ist zwar sehr groß; sie ist aber endlich. Also istA′ auch ein endlicher
Automat.

Achtung: Die BezeichnerP und R bezeichnen im folgenden Teilmengen vonQ, d.h. Zustände des
Potenzautomaten.
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// {q0} 1 //

0

UU
{q0, q1} 1 //

0
ll {q0, q1, q2} 1 //

0

``
{q0, q1, q2, q3}

1

UU

0

xx

Abbildung 2.10. Ein deterministischer Automat für Wörter, die mit mindestens drei Einsern enden.

Die Übergangsrelationδ′ wird wie folgt definiert:(P, a, R) ∈ δ′ gdw. R = {r ∈ Q | ∃p ∈ P :
(p, a, r) ∈ δ)}; die MengeR ist also die Menge aller Zuständer, die von irgendeinem Zustand
p ∈ P aus mit einema-Übergang erreichbar sind.
Die Menge der Endzustände vonA′ ist definiert durch:F ′ = {P ⊆ Q |P ∩ F 6= ∅}; d.h.
diejenigen Teilmengen vonQ, die mind. einen Endzustand enthalten.
Offensichtlich istA′ deterministisch (fürP unda ist R eindeutig definiert) und vollständig.
Außerdem gilt({q0}, w, P ) ∈ δ′∗ gdw.P = {p ∈ Q | (q0, w, p) ∈ δ∗} (Beweis durch Indukti-
on). Damit gilt dann offensichtlichL(A) = L(A′).

Insgesamt haben wir also in vier Schritten aus einem beliebigen endlichen Automaten effek-
tiv einen äquivalenten deterministischen und vollständigen Automaten konstruiert.

Achtung: Wir haben nirgends explizit dafür gesorgt, daß der resultierende Automat vollständig ist. Dies
ist aber ein Nebeneffekt der Potenzautomatenkonstruktion. Denn für jede TeilmengeP ⊆ Q und jedes
Zeichena ∈ Σ gibt es einR ⊆ Q mit (P, a,R) ∈ δ′. Wenn es von keinemp ∈ P einena-Übergang
gibt, dann giltR = ∅ (vgl. Definition vonδ′).

�

Bemerkungen:

- Im allgemeinen hat der Potenzautomat (wie wir ihn formal definiert haben) auch Zustän-
de, die nicht vom Startzustand aus erreichbar sind (das können sehr viele sein). Deshalb
wird der Potenzautomat in der Praxis ausgehend vom Startzustand konstruiert und es
werden nur solche Zustände erzeugt, die vom Startzustand aus erreichbar sind.

- Wenn eine Sprache von einem endlichen Automaten akzeptiert wird, dann können wir im
folgenden „ohne Beschränkung der Allgemeinheit“ (o.B.d.A) davon ausgehen, dass sie
von einem deterministischen und vollständigen endlichen Automaten akzeptiert wird.

1.4 Einfache Abschlußeigenschaften

Frage: Welche Operationen auf von endlichen Automaten erkannten Sprachen liefern wieder
eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache ?

Satz 2.6 (Abschluß unter∩, ∪, ¬, ◦ und ∗) SeienL1 und L2 zwei Sprachen, die von einem
endlichen Automaten akzeptiert werden. Dann werden die Sprachen
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1. L1 ∪ L2,

2. L1 ∩ L2,

3. L1 (d.h.L1 = Σ∗ \ L1)

4. L1 ◦ L2 und

5. L∗
1

ebenfalls von einem endlichen Automaten akzeptiert.

Die Existenz dieser Automaten ist effektiv! D.h. wir können aus den Automaten fürL1 undL2 jeweils
auch einen Automaten konstruiert, der die oben genannten Sprachen akzeptiert.

Beweis:Hier werden wir nur 1. und 4. beweisen, die anderen Beweise werden wir in der Übung
führen. Für die Beweise von 2., 3. und 5. geben wir nach dem Beweis ein paar Hinweise.

L1 ∪ L2 :
SeiA1 = (Q1, Σ, δ1, I1, F1) ein endlicher Automat mitL1 = L(A1) undA2 = (Q2, Σ, δ2, I2,
F2) ein endlicher Automat mitL2 = L(A2). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit giltQ1 ∩
Q2 = ∅. Wir definieren:

A = (Q1 ∪Q2︸ ︷︷ ︸
Q

, Σ, δ1 ∪ δ2︸ ︷︷ ︸
δ

, I1 ∪ I2︸ ︷︷ ︸
I

, F1 ∪ F2︸ ︷︷ ︸
F

)

Offensichtlich gibt es für jedesw ∈ Σ∗ genau dann einp ∈ I und einq ∈ F mit (p, w, q) ∈ δ∗,
wennp1 ∈ I1 und einq1 ∈ F1 mit (p1, w, q1) ∈ δ∗1 existieren oder wennp2 ∈ I2 undq2 ∈ F2

mit (p2, w, q2) ∈ δ∗2 existieren. Also giltL(A) = L(A1) ∪ L(A2).

L1 ◦ L2 :
SeienA1 undA2 wie oben definiert. Wir definieren:

A = (Q1 ∪Q2︸ ︷︷ ︸
Q

, Σ, δ1 ∪ (F1 × {ε} × I2) ∪ δ2︸ ︷︷ ︸
δ

, I1︸︷︷︸
I

, F2︸︷︷︸
F

)

Dann giltL(A) = L(A1) ◦ L(A2).

Redaktioneller Hinweis: Zu den Konstruktionen im Beweis sollten noch die entsprechenden Graphiken
hinzugefügt werden.

�
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Hinweise: Zur Konstruktion der Automaten für die anderen Operationen geben wir hier die
wesentlichen Ideen an:

3. → deterministischer und vollständiger endlicher Automat.

2. → Verwendung von 1 und 3 (und de Morgan).

5. → Ähnlich wie 4., aberε nicht vergessen!

Weitere Operationen auf Sprachen werden wir später noch untersuchen:

- Homomorphismen

- inverse Homomorphismen

- Substitution

- Quotient

- Spiegelung

2 Reguläre Ausdrücke

Motivation: In Abschnitt1.4 haben wir bereits gesehen, dass die von endlichen Automaten
akzeptierten Sprachen unter den sogenanntenregulären Operationenabgeschlossen sind. In
diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zu der Sprachklasse, die sich über diese
Operationen definieren lassen, denregulären Sprachen, herstellen. Es wird sich herausstellen,
daß dies genau die Sprachklasse ist, die von endlichen Automaten akzeptiert wird.

2.1 Syntax und Semantik

Hier definieren wir die Syntax und die Semantik der regulären Ausdrücke. In dieser Defini-
tion halten wirSyntaxund Semantikder Ausdrücke noch deutlich auseinander. Später, wenn
wir uns dieses Unterschieds bewußt sind, werden wir diese Unterscheidung nicht mehr so klar
vornehmen.

Definition 2.7 (Reguläre Ausdrücke und Sprachen)
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Die Menge derregulären Ausdrückeüber einem AlphabetΣ ist induktiv definiert durch:

1. ∅ ist ein regulärer Ausdruck.

2. ε ist ein regulärer Ausdruck.

ε könnten wir uns auch sparen, da (semantisch) gilt{ε} = ∅∗.

3. Für a ∈ Σ ist a ein regulärer Ausdruck.

4. Für zwei reguläre Ausdrücker unds sind

- (r + s),

- (rs) und

- (r∗)

reguläre Ausdrücke.



Syntax !

Um die Lesbarkeit von regulären Ausdrücken zu erhöhen, geben wir der Operation∗ eine höhere Prio-
rität als ◦; der Operation◦ geben wir eine höhere Priorität als+. Dadurch vermeiden wir unlesbare
„Klammergebirge“. Beispielsweise steht danna + bcd∗ für (a + (b(c(d∗)))).

Die Semantik (Bedeutung)eines regulären Ausdrucks ist eine Sprache überΣ. Die durch einen
regulären Ausdruck bezeichnete Spracheist induktiv definiert durch

1. ∅ bezeichnet die leere Sprache∅

2. ε bezeichnet die Sprache{ε}

3. a bezeichnet die Sprache{a}

4. Bezeichnenr die SpracheR unds die SpracheS, dann bezeich-
nen

(r + s)
(rs)
(r∗)︸ ︷︷ ︸

Syntax

die Sprache
die Sprache
die Sprache

R ∪ S
R ◦ S
R∗︸ ︷︷ ︸

Semantik



Semantik!

Eine Sprache heißtregulär, wenn sie durch einen regulären Ausdruck bezeichnet wird.

2.2 Satz von Kleene

Nun kommen wir zum zentralen Satz über den Zusammenhang zwischen den regulären Spra-
chen und den von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen: Sie sind gleich.
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Das ist auch der Grund dafür, daß wir den „von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen“ keinen
eigenen Namen gegeben haben.

Satz 2.8 (Satz von Kleene)
Eine Sprache ist genau dann regulär, wenn sie von einem endlichen Automaten akzeptiert wird.

Beweis:Wir beweisen die beiden Richtungen der Genau-dann-wenn-Beziehung einzeln:
„⇒“: Wir beweisen induktiv über den Aufbau der regulären Ausdrücke, dass jede Sprache, die
von einem regulären Ausdruck bezeichnet wird, auch von einem endlichen Automaten akzep-
tiert wird:

∅ :
++ GFED@ABCq0 ε :

++ GFED@ABC?>=<89:;q0 a :
++ GFED@ABCq0

a ++ GFED@ABC?>=<89:;q1

Zur Konstruktion der Automaten für die regulären Operatoren wenden wir den Satz2.6an:

- (r + s) Gemäß Satz2.6.1 können wir aus den Automaten fürR undS, die gemäß Induk-
tionsvoraussetzung existieren, den Automaten fürR ∪ S konstruieren.

- (rs) Analog mit Satz2.6.4.

- (r∗) Analog mit Satz2.6.5.

„⇐“: Hier skizzieren wir nur die Idee: Wir konvertieren den Automaten in einen Automaten
mit genau einem Startzustandq0 und einem Endzustandqn (vergleiche Anmerkung zu Schritt 1
im Beweis von Satz2.5).
Diesen Automaten überführen wir nun schrittweise in einenverallgemeinerten Automaten, an
dessen Kanten reguläre Ausdrücke stehen. Dabei eliminieren wir schrittweise jeden Zustand
q1, . . . , qn−1 (also jeden Zustand außer dem Start- und dem Endzustand) wie in Abbildung2.11
dargestellt. Dabei wird sichergestellt, daß alle Wörter, die bei Übergängen zwischen den ver-
bleibenden Zuständen ursprünglich möglich waren auch, weiterhin repräsentiert sind.

?>=<89:;
r1

((QQQQQQ ?>=<89:;
GFED@ABCqi

r3

�� r4
66mmmmmm

r5

((QQQQQQ

?>=<89:;
r2 66mmmmmm

r6

33 ?>=<89:;
 

?>=<89:;
r1r∗3r5
&&MMMMMMMMMMMMM

r1r∗3r4 // ?>=<89:;

?>=<89:;
r2r∗3r4

88qqqqqqqqqqqqq
r2r∗3r5+r6

// ?>=<89:;

Abbildung 2.11. Elimination des Zustandesqi.

Achtung: Bei der Elimination vonqi müssen alle Pfade überqi berücksichtigt werden; insbe-
sondere müssen Schlingen wie in Abb.2.12dargestellt berücksichtigt werden.
Am Ende erhalten wir einen verallgemeinerten Automaten mit einer Kante vonq0 nachqn, die
mit einem regulären Ausdruck beschriftet ist (vgl. Abb.2.13). Dies ist der reguläre Ausdruck,
der die vom endlichen Automaten akzeptierte Sprache bezeichnet.

Achtung: Es gibt noch einige Feinheiten, die wir in den Übungen noch genauer betrachten. Beispiels-
weise müssen zwischendurch verschiedene Kanten zwischen denselben Zuständen zusammengefaßt
werden; es kann auch der Fall eintreten, daß es am Ende keine Kante vonq0 nachqn gibt (was dann?).

�
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GFED@ABCqj

r1
++

r4



 GFED@ABCqi
r2

kk

r3

��  GFED@ABCqj

r1r∗3r2+r4





Abbildung 2.12. Ein Sonderfall (eine Schlinge zwischenqj undqi).

++ GFED@ABCq0
r // GFED@ABC?>=<89:;qn

Abbildung 2.13. Der verallgemeinerte Automat am Ende des Eliminationsprozesses.

Bemerkung: Es gibt auch andere Konstruktionen, die dem Warshall-Algorithmus ähneln (sie-
he Info IV - Skript oder Übungsblatt 6, Aufgabe 2).��


�

��


�

��


�
Deterministische

endliche Automaten
(DEA)

Endliche Automaten
(NEA)

reguläre
Ausdrücke�

-

Satz 2.8 (⇒)

Satz 2.8 (⇐)

?

6
Satz 2.5 Inklusion

Abbildung 2.14. Überblick über die verschiedenen Repräsentationsmöglichkeiten regulärer Sprachen.

Überblick Insgesamt ergibt sich daraus folgendes Bild für die verschiedenen Repräsentation
regulärer Sprachen (vgl. Abb.2.14):

- Wir kennen nun drei verschiedene Notationen, um reguläre Sprachen syntaktisch zu re-
präsentieren (später werden wir sogar noch mehr kennenlernen).

- Die Repräsentationen sind effektiv äquivalent, d.h. sie können mechanisch in eine jeweils
andere Repräsentation überführt werden. Das wiederum heißt, daß

· alle Fragen an reguläre Sprachen (im Prinzip) in einer einzigen Repräsentation be-
antwortet werden können.

· In der Praxis wählt man sich jeweils die geeigneteste Repräsentation. Will man bei-
spielsweise den Abschluß unter dem Komplement zeigen, wählt man den DEA als
Repräsentation. Will man hingegen den Abschluß bezüglich des∗-Operators zeigen,
so wählt man einen NEA (oder direkt die regulären Ausdrücke, da dort gar nichts
zu zeigen ist, da∗ eine reguläre Operation ist.).
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Beispiel 2.4
Ein Beispiel zum Verfahren aus Satz2.8:

++ GFED@ABCq1
ε //

ε

99

a

�� GFED@ABCq2
ε //

b

�� GFED@ABC?>=<89:;q3

a

��

++ GFED@ABCq0
ε // GFED@ABCq1

ε //

ε

99

a

�� GFED@ABCq2
ε //

b

�� GFED@ABCq3
ε //

a

�� GFED@ABC?>=<89:;qn

++ GFED@ABCq0
εa∗ε //

εa∗ε

88
GFED@ABCq2

ε //

b

�� GFED@ABCq3
ε //

a

�� GFED@ABC?>=<89:;qn

++ GFED@ABCq0
a∗b∗ε //

εa∗ε

99
GFED@ABCq3

ε //

a

�� GFED@ABC?>=<89:;qn

Zusammenfassen von Kanten zwischen den gleichen Knoten.

++ GFED@ABCq0
a∗b∗+a∗ // GFED@ABCq3

ε //

a

�� GFED@ABC?>=<89:;qn

a∗b∗ + a∗ könnte man auch zua∗b∗ vereinfachen (einem Rechner müßte man das aber mühsam „bei-
bringen“).

++ GFED@ABCq0
(a∗b∗+a∗)a∗ε // GFED@ABC?>=<89:;qn

(a∗b∗ + a∗)a∗ε könnte man zua∗b∗a∗ vereinfachen.

Definition 2.9 (Äquivalenz regulärer Ausdrücke) Zwei reguläre Ausdrücke heißenäquivalent,
wenn sie dieselbe Sprache bezeichnen.

Später werden wir ein Entscheidungsverfahren für die Äquivalenz zweier endlicher Automa-
ten kennenlernen. Dann können wir die Äquivalenz regulärer Ausdrücke darauf zurückführen.
Davor beschäftigen wir uns aber mit dem Ausrechnen von Äquivalenzen (Abschnitt2.3).

Folgerung 2.10 Seienr unds zwei reguläre Ausdrücke, die die SprachenR bzw.S bezeichnen.
Dann existieren effektiv zwei reguläre Ausdrücke, die die SprachenR undR ∩ S bezeichnen.

Beweis:Satz2.8und Satz2.6.2/3. �
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2.3 Rechnen mit regulären Ausdrücken

Ein kleiner Ausflug in die “Semantik” bzw. “Logik”.

Obwohl man die Äquivalenz regulärer Ausdrücke auf die Äquivalenz von Automaten zurück-
führen kann, bietet es sich an, die Äquivalenz regulärer Ausdrücke “auszurechnen”. Hier lernen
wir die Rechenregeln dazu kennen. Diese Rechenregeln reichen aus, um alle Äquivalenzen zu
beweisen (Vollständigkeit). Dies werden wir jedoch nicht beweisen.

Leerworteigenschaft: Zuvor führen wir noch einen Hilfsbegriff ein: Die Menge der regulären
Ausdrücke, die dieLeerworteigenschaft (LWE)erfüllen, ist induktiv definiert durch:

- ε erfüllt die Leerworteigenschaft

- (r + s) erfüllt die Leerworteigenschaft, wennr oders die Leerworteigenschaft erfüllen.

- (rs) erfüllt die Leerworteigenschaft, wennr unds die Leerworteigenschaft erfüllen.

- (r∗) erfüllt die Leerworteigenschaft.

Die Idee hinter der Definition der Leerworteigenschaft ist, dass die von einem regulären Ausdruck
bezeichnete Sprache genau dann das leere Wort enthält, wenn der reguläre Ausdruck die Leerwortei-
genschaft besitzt.

2.3.1 Axiome

Wir führen nun die Axiome und danach die Rechenregeln für reguläre Ausdrücke ein. Die
Axiome (1)–(9) sind die Axiome nach Salomaa und Urponen. Allerdings kommt bei Salomaa
und Urponenε nicht als regulärer Ausdruck vor. Aus diesem Grund definieren wir in Axiom(0)
die Bedeutung vonε explizit. Die Axiome(0′)–(0′′′) sind Axiome, die uns das Rechnen etwas
zu vereinfachen; diese Axiome braucht man aber nicht, um die Vollständigkeit der Rechenregeln
zu beweisen:

(0) ε = ∅∗

(0′) r = r
(0′′) r + ∅ = r
(0′′′) r + r = r

(1) (r + s) + t = r + (s + t)
(2) (rs)t = r(st)
(3) r + s = s + r
(4) r(s + t) = rs + rt
(5) (r + s)t = rt + st
(6) rε = r
(7) r∅ = ∅
(8) r∗ = rr∗ + ε
(9) r∗ = (r + ε)∗
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2.3.2 Rechenregeln

Zunächst die üblichen (aus der Schule bekannten) Rechenregeln:

Kongruenz: Wennr = s gilt, kann in einem Ausdruckt1 ein Vorkommen vonr durchs
ersetzt werden. Für den resultierenden Ausdruckt2 gilt dannt1 = t2. Diese Regel wird
auchSubstitutionsregelgenannt.

Symmetrie: Wennr = s gilt, dann gilt auchs = r.
Transitivität: Wennr = s unds = t gilt, dann auchr = t.

Nun eine etwas unüblichere Regel, die speziell auf reguläre Ausdrücke zugeschnitten ist:

Gleichungsauflösung:Wenn die Gleichungr = sr + t gilt und s die Leerworteigenschaft
nicht erfüllt, dann gilt auch die Gleichungr = s∗t.

Offensichtlich sind alle Axiome und alle Regeln bis auf die Gleichungsauflösung korrekt. Die Glei-
chungsauflösungsregel ist natürlich auch korrekt. Das werden wir uns in der Übung (Blatt 3, Aufga-
be 4) genauer ansehen. Die Nebenbedingung, daßs die LWE nicht erfüllt, garantiert, daß die Gleichung
r = sr + t genau eine Lösung fürr hat: r = s∗t. Daßr = s∗t eine Lösung ist, sieht man leicht durch
Einsetzen; daß sie eindeutig ist (wenns die LWE erfüllt), muß man sich noch überlegen.

Beispiel 2.5
Als ein Beispiel für das Rechnen mit regulären Ausdrücken beweisen wir die Gleichung(a +
b)∗ = a∗(a + b)∗:

(1) (a + b)∗ = (a + b)(a + b)∗ + ε Axiom (8)
(2) a + a = a Axiom (0”’)
(3) ((a + a) + b)(a + b)∗ + ε = (a + b)(a + b)∗ + ε Kongr. mit (2)
(4) (a + b)(a + b)∗ + ε = ((a + a) + b)(a + b)∗ + ε Sym. mit (3)
(5) (a + a) + b = a + (a + b) Axiom (1)
(6) ((a + a) + b)(a + b)∗ + ε = (a + (a + b))(a + b)∗ + ε Kongr. mit (5)
(7) (a + (a + b))(a + b)∗ = a(a + b)∗ + (a + b)(a + b)∗ Axiom (5)
(8) (a + (a + b))(a + b)∗ + ε = (a(a + b)∗ + (a + b)(a + b)∗) + ε Kongr. mit (2)
(9) (a + b)∗ = ((a + a) + b)(a + b)∗ + ε Trans. (1,4)
(10) (a + b)∗ = (a + (a + b))(a + b)∗ + ε Trans. (9,6)
(11) (a + b)∗ = (a(a + b)∗ + (a + b)(a + b)∗) + ε Trans. (10,8)
(12) (a(a + b)∗ + (a + b)(a + b)∗) + ε = a(a + b)∗ + ((a + b)(a + b)∗ + ε) Axiom (1)
(13) (a + b)∗ = a(a + b)∗ + ((a + b)(a + b)∗ + ε) Trans. (11,12)
(14) (a + b)∗ = a∗((a + b)(a + b)∗ + ε) Gleichungsaufl.
(15) a∗(a + b)∗ = a∗((a + b)(a + b)∗ + ε) Kongr. mit (1)
(16) a∗((a + b)(a + b)∗ + ε) = a∗(a + b)∗ Sym. mit (15)
(17) (a + b)∗ = a∗(a + b)∗ Trans.(14,16)

Man sieht, daß das Beweisen durch strikte Regelanwendung und unter ausschließlicher Benut-
zung der Axiome sehr mühselig ist. Im Prinzip ist es aber möglich, für zwei äquivalente reguläre
Ausdrücke die Äquivalenz über die Rechenregeln auszurechnen (das können wir hier aber nicht
beweisen)!
In der Praxis, gibt man nur die Beweisidee an (und spart sich die lästigen technische Details).
Die Idee hinter obigem Beweis läßt sich relativ knapp formulieren:
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(1) (a + b)∗ = (a + b)(a + b)∗ + ε
(10) = (a + (a + b))(a + b)∗ + ε
(13) = a(a + b)∗ + ((a + b)(a + b)∗ + ε)
(14) (a + b)∗ = a∗((a + b)(a + b)∗ + ε) Gleichungsaufl.
(17) = a∗(a + b)∗

Frage: Liefern uns die Rechenregeln für reguläre Ausdrücke ein Verfahren, um die Äquiva-
lenz zweier Ausdrücke zu entscheiden?

Antwort: Nein! Wir können zwar durch systematisches Durchprobieren aller Herleitungen
feststellen, wenn zwei Ausdrücke äquivalent sind (wenn zwei reguläre Ausdrücke äquivalent
sind, dann gibt es wegen der Vollständigkeit der Rechenregeln eine Herleitung für den Beweis).
Aber wenn die Ausdrücke nicht äquivalent sind, dann würden wir es nie erfahren (siehe Semi-
Entscheidbarkeit, Aufzählbarkeit).
Trotzdem ist das Rechnen mit regulären Ausdrücken oft sinnvoll (zum Beispiel, um Ausdrücke
zu vereinfachen).

Ein Entscheidungsverfahren für die Äquivalenz zweier regulärer Ausdrücke werden wir in Abschnitt4
kennen lernen.

3 Eigenschaften regulärer Sprachen

In diesem Abschnitt betrachten wir „Eigenschaften regulärer Sprachen“. Diese Formulierung
läßt Raum für veschiedene Interpretationen. Einerseits können damit Eigenschaften gemeint
sein, die jede reguläre Sprache besitzen muß. Damit beschäftigen wir uns in Abschnitt3.1.
Andererseits können mit der Formulierung auch die Eigenschaften der gesamten Klasse aller
regulären Sprachen gemeint sein. Dazu gehören die Abschlußeigenschaften. Mit den Abschluß-
eigenschaften regulärer Sprachen werden wir uns in Abschnitt3.2beschäftigen.

3.1 Eigenschaften einer regulären Sprache

Motivation: Wie beweist man, dass eine bestimmte Sprache nicht regulär ist? Indem man
nachweist, dass sie eine Eigenschaft nicht besitzt, die jede reguläre Sprache besitzen muß. Dazu
ist es natürlich hilfreich, Eigenschaften zu kennen, die jede reguläre Sprache besitzen muß.

Beispiel 2.6
Für die Sprache der Wörter, die genausovielea’s wie b’s enthalten, d.h. fürL = {w | |w|a =
|w|b} hat die RelationRL einen unendlichen Index. Wir wissen aber (aus der Übung, vgl. Blatt
2, Aufgabe 4), dass eine Sprache nur dann regulär ist, wenn der Index vonRL endlich ist. Das
Ausrechnen des IndexRL einer Sprache ist jedoch etwas mühselig. Also überlegen wir uns
zunächst eine praktikablere Eigenschaft.
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3.1.1 Pumping-Lemma (uvw-Theorem)

Wenn eine SpracheL regulär ist, wird sie nach den Sätzen2.5und2.8von einem deterministi-
schen endlichen AutomatenA = (Q, Σ, δ, I, F ) akzeptiert.

In der folgenden Argumentation reicht es eigentlich, einen buchstabierenden Automaten zu betrachten
– der Automat muß nicht deterministisch sein.

Sei n = |Q|. Wenn nunL ein Wort x mit |x| ≥ n enthält, dann gibt es im AutomatenA
einen Pfad von einem Startzustandp zu einem Endzustandr, auf dem mindestens ein Zustand
q mehrmals vorkommt wie dies in Abb.2.15dargestellt ist.

** ?>=<89:;p u // ?>=<89:;q v // ?>=<89:;q w // ?>=<89:;/.-,()*+r

Abbildung 2.15. Pfad des Automaten für ein Wortx mit |x| ≥ n.

Sei nunq der erste Zustand, der auf dem Pfad doppelt vorkommt. Dann läßt sichx in Teilwörter
u,v, w zerlegen (d.h.x = uvw), so daß

- |v| ≥ 1 (da der AutomatA buchstabierend ist, kann das Wortv zwischen dem ersten
Auftreten vonq und dem zweiten Auftreten vonq nicht leer sein) und

- |uv| ≤ n (da der Automat buchstabierend ist, undq der erste Zustand ist, der doppelt
auftritt, können vonp bis zum zweiten Zustandq höchstensn Übergänge vorkommen; da
der Automat buchstabierend ist, muß also gelten|uv| ≤ n).

u = ε ist möglich.

Den Teilpfad vom ersten Auftreten vonq bis zum zweiten Auftreten vonq können wir nun
aber weglassen oder beliebig oft wiederholen; also werden auch die Wörteruw unduviw mit
i ∈ N \ {0} vom Automaten akzeptiert. Also ist jedes Wort ausuv∗w auch ein Wort vonL.

Lemma 2.11 (Pumping-Lemma)Für jede reguläre SpracheL gibt es einn ∈ N, so dass für
jedesx ∈ L mit |x| ≥ n eine Zerlegungx = uvw mit |v| ≥ 1 und |uv| ≤ n existiert, so daß
uv∗w ⊆ L gilt.

Beweis:Ausformulierung unserer Vorüberlegung. �

Bemerkung: Um die Analogie zum Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen, das wir
später noch kennenlernen werden, zu verdeutlichen, wirduv∗w ⊆ L meist äquivalent durch
uviw ∈ L für alle i ∈ N ausgedrückt.

Beispiel 2.7 (Anwendung des Pumping-Lemmas)
Wir beweisen, dass die Sprache der PalindromeL überΣ = {a, b} nicht regulär ist. Dazu neh-
men wir an, dass die Palindrome regulär sind und führen dies mit Hilfe des Pumping-Lemmas
zum Widerspruch.
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WennL regulär ist, gibt es einn ∈ N, so dass für jedes Wortx ∈ L eine Zerlegungx = uvw
existiert, mit|uv| ≤ n und|v| ≥ 1 unduviw ∈ L für jedesi ∈ N. Wir wählen

x =
n︷ ︸︸ ︷

aa...aa...aaa b

n︷ ︸︸ ︷
aa...aa

Sei nunu, v, w eine beliebige Zerlegung vonx mit |uv| ≤ n und|v| ≥ 1:

x = aa...a︸ ︷︷ ︸
u

a...aa︸ ︷︷ ︸
v

abaa...aa︸ ︷︷ ︸
w

Also gilt (wegen|v| ≥ 1):

uw =
<n︷ ︸︸ ︷

aa...aaa b
n︷ ︸︸ ︷

aa...aa

Dies ist jedoch kein Palindrom. Also giltuv0w = uw 6∈ L. Es gibt also fürx keine Zerlegung
wie im Pumping-Lemma gefordert und damit ist die Sprache der Palindrome nicht regulär.

Bemerkung: Es gibt nicht-reguläre Sprachen, für die sich mit Hilfe des Pumping-Lemmas
nicht beweisen läßt, daß sie nicht regulär sind.

Es gibt daher noch einige Verallgemeinerungen des Pumping-Lemmas. Eine davon werden wir in der
Übung (Blatt 4, Aufgabe 1) kennenlernen.

3.1.2 Endlicher Index vonRL (Minimalautomat)

In der Übung (Blatt 2, Aufgabe 4) haben wir bereits gesehen, dass eine SpracheL, für die die
RelationRL einen unendlichen Index besitzt, von keinem deterministischen endlichen Automa-
ten akzeptiert wird, also nicht regulär ist. Jetzt präzisieren wir diese Aussage.

Zur Erinnerung: Für eine SpracheL ⊆ Σ∗ definieren wir die RelationRL durchu RL v
genau dann, wenn für jedesx ∈ Σ∗ gilt ux ∈ L genau dann, wennvx ∈ L. Man kann leicht
nachweisen, daßRL eine Äquivalenzrelation ist. Wir können also über den Index vonRL reden.

Satz 2.12 (Myhill, Nerode)
Eine SpracheL ⊆ Σ∗ ist genau dann regulär, wenn der Index vonRL endlich ist.

Beweis:Wir beweisen die beiden Richtungen der Genau-dann-wenn-Beziehung separat:

„⇒“: Diese Richtung haben wir bereits in Übung 2 (Aufgabe 4a. und d.) gezeigt.

In der Übung haben wir die Kontraposition dieser Aussage gezeigt: WennRL unendlichen Index hat,
dann gibt es keinen deterministischen und vollständigen endlicher Automaten, derL akzeptiert (d.h.
dann istL nicht regulär).

Die zentrale Idee dabei ist, dass alle Wörter, die vom Startzustand aus in denselben Zustand
führen, gemäß der RelationRL äquivalent sind.
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„⇐“: Sei also der Index vonRL endlich. Wir müssen zeigen, daßL dann regulär ist. Dazu
konstruieren wir einen endlichen AutomatenAL = (Q, Σ, δ, q0, F ), derL akzeptiert:

Q = {[u]RL
|u ∈ Σ∗} d.h. die Zustände sind gerade die Äquivalenzklassen vonRL

δ = {([u], a, [ua]) |u ∈ Σ∗, a ∈ Σ}
q0 = [ε]

F = {[u] |u ∈ L}

Da der Index vonRL endlich ist, ist auchQ endlich;AL ist also ein endlicher Automat.
Darüber hinaus ist der AutomatAL deterministisch. Dazu müssen wir berücksichtigen, daß die-
selbe Äquivalenzklasse verschiedene Repräsentantenu undv besitzen kann:[u] = [v]. Wir müs-
sen also zeigen, daß für beide Repräsentanten der inδ definierte Übergang füra ∈ Σ in dieselbe
Äquivalenzklasse führt. Gemäß Definition vonδ gilt ([u], a, [ua]) ∈ δ und([v], a, [va]) ∈ δ. Wir
müssen also zeigen[ua] = [va] (d.h.ua RL va):
Wegen[u] = [v] gilt u RL v. Gemäß Definition vonRL gilt dann für jedesx ∈ Σ∗: ux ∈ L ge-
nau dann wennvx ∈ L. Insbesondere gilt für alley ∈ Σ∗. uay ∈ L genau dann, wennvay ∈ L
gilt. Also gilt ua RL va. Also gilt [ua] = [va] und damit ist der AutomatAL deterministisch.

Hier haben wir gezeigt, daßRL eine sog. Rechtskongruenz (bzgl. der Konkatenation) ist. Dies ist genau
die Eigenschaft vonRL, die gewährleistet, daßδ deterministisch ist.

Außerdem istAL vollständig, denn für jedes[u] ∈ Q gilt per Definition vonδ unmittelbar
([u], a, [ua]) ∈ δ. Durch Induktion über die Länge der Wörter kann man nun zeigen, daß für
jedes Wortw ∈ Σ∗ gilt ([ε], w, [w]) ∈ δ∗. Insgesamt gilt:

w ∈ L ⇔ [w] ∈ F

⇔ ([ε], w, [w]) ∈ δ∗ und[w] ∈ F

⇔ w ∈ L(AL)

Also gilt L(AL) = L und damit istL regulär. �

Beobachtungen:

1. Für den AutomatenAL aus dem Beweis von Satz2.12gilt auchL(AL) = L, wenn der
Index vonRL nicht endlich ist. Allerdings ist der AutomatAL dann nicht endlich.

Für jede Sprache gibt es einen unendlichen AutomatenA mit L(A) = L; z.B. den Automaten
AL.

2. Es gibt keinen deterministischen und vollständigen Automaten der weniger Zustände hat
als der Index vonRL. Der Automat ist also ein minimaler deterministischer und vollstän-
diger Automat fürL. AL heißt deshalb auch derMinimalautomatfür L.

3. Man kann sich leicht überlegen, dass jeder Automat, der genausoviele Zustände wieAL

besitzt undL akzeptiert, zuAL isomorph ist. Der Minimalautomat ist also bis auf Iso-
morphie eindeutig.

Achtung: Das gilt für nicht-deterministische endliche Automaten nicht.
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Frage: Wie findet man für einem endlichen Automaten den äquivalenten Minimalautomaten?

Die explizite Konstruktion überRL undAL ist nicht praktikabel.

Idee: SeiA = (Q, Σ, δ, q0, F ) ein deterministischer und vollständiger endlicher Automat, der
o.B.d.A. keine unerreichbaren Zustände besitzt.

Die unerreichbaren Zustände kann man gegebenenfalls einfach streichen, da sie keinen Einfluß auf die
akzeptierte Sprache des Automaten haben.

Wir nennen zwei Zuständep, q ∈ Q äquivalent(in Zeichenp ≡A q), wenn für jedesw ∈ Σ∗

mit (p, w, r) ∈ δ∗ und (q, w, r′) ∈ δ∗ gilt: r, r′ ∈ F oder r, r′ 6∈ F . Äquivalente Zustände
eines Automaten können wir identifizieren (verschmelzen), ohne die akzeptierte Sprache des
Automaten zu verändern: Das Ergebnis ist dann der Minimalautomat.
Wir müssen also nur noch die Menge der äquivalenten Zustände berechnen. Wir gehen dazu
umgekehrt vor und bestimmen iterativ alle Paare von nicht-äquivalenten Zuständen (p 6≡ q) mit
Hilfe der folgenden Regeln:

- p ∈ F ∧ q 6∈ F ⇒ p 6≡ q

Wenn von zwei Zuständen einer ein Endzustand ist und der der andere nicht, dann sind die beiden
Zustände nicht äquivalent.

- (p, a, r) ∈ δ ∧ (q, a, r′) ∈ δ ∧ r 6≡ r′ ⇒ p 6≡ q

Wenn von zwei Zuständen eina-Übergang zu zwei nicht-äquivalenten Zuständen existiert, dann
sind auch die beiden Zustände selbst nicht äquivalent.

Diese Regel wenden wir so lange an, bis aufgrund der Regel keine neuen Paarep 6≡ q
mehr hinzugefügt werden können. Die dann verbleibenden Paare von Zuständen sind
jeweils äquivalent.

Dieses Verfahren kann man effizient implementieren (Zeitaufwand:O(|Σ| · |Q2|)).

Ein Beispiel hierzu findet sich auf Folie 48.

Redaktioneller Hinweis: Das Beispiel von Folie 48 sollte irgendwann ins Skript übernommen werden.

3.2 Weitere Abschlußeigenschaften

Wir haben bereits gesehen, das die Klasse der regulären Sprachen unter den Operationen∪,
∩, ¬, ◦ und ∗ abgeschlossen ist (siehe Abschnitt1.4, Satz2.6 auf Seite22). Nun werden wir
weitere Operationen behandeln.

3.2.1 Die Operationen

Zunächst definieren wir einige weitere Operationen auf Sprachen, bezüglich derer wir dann die
Abgeschlossenheit der regulären Sprachen (und später noch weiterer Sprachklassen) untersu-
chen.
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Homomorphismen und inverse Homomorphismen SeienΣ und∆ (nicht notwendigerwei-
se disjunkte) Alphabete undh : Σ→ ∆∗ eine Abbildung. Die Abbildungh läßt sich kanonisch
zu einemHomomorphismus: h : Σ∗ → ∆∗ erweitern:

h(ε) = ε

h(a) = h(a)

h(aw) = h(a)h(w)

}
zeichenweise Anwendung der Abbildung

Den Strich (Balken) überh benötigen wir nur zur Unterscheidung der gegebenen Abbildungh und des
durch sie definierten Homomorphismush. Dieser Unterschied geht aber meist aus dem Kontext hervor.
Deshalb wird der Strich überh meist weggelassen – wir werden ihn ab jetzt auch weglassen.

Für eine SpracheL ⊆ Σ∗ definieren wirh(L) = {h(w) |w ∈ L} ⊆ ∆∗.

Für eine SpracheL ⊆ ∆∗ definieren wirh−1(L) = {x ∈ Σ∗ |
h(x)∈L︷ ︸︸ ︷

h(x) = w,w ∈ L}.
Die Spracheh(L) heißt(homomorphes) BildvonL unterh; wir sagen auchh(L) entsteht durch
Anwendung eines Homomorphismus ausL. Die Spracheh−1(L) heißtUrbild von L unterh;
wir sagen auchh−1(L) entsteht durch Anwendung eines inversen Homomorphismus aufL.

Gemäß Definition gilt für ein Wortx genau dannx ∈ h−1(L), wennh(x) ∈ L gilt. Dies scheint trivial
und ist es auch. Dennoch sollten Sie diese Äquivalenz verinnerlichen, da sie in vielen Beweisen der
„Schlüssel zum Erfolg“ ist.

Beispiel 2.8
SeiΣ = {a, b} ein Alphabet, seih : Σ→ Σ∗ eine Abbildung mith(a) = a undh(b) = a und sei
L = {ab, abab, ababab, . . . } eine Sprache überΣ∗. Dann isth(L) = {aa, aaaa, aaaaaa, . . . }
das homomorphe Bild vonL unterh.
Sei nun∆ = {c} ein weiteres Alphabet und seig : ∆ → Σ∗ eine Abbildung mitg(c) = ab.
Dann istg−1(L) = {c, cc, ccc, . . . } das Urbild vonL unterg.

Substitution Seif : Σ → 2∆∗
eine Abbildung, so dass für jedesa ∈ Σ die Sprache (!)f(a)

regulär ist. Die Abbildung läßt sich kanonisch zu einer Abbildungf : Σ∗ → 2∆∗
erweitern, die

wir Substitutionnennen:

f(ε) = {ε}
f(aw) = f(a)f(w)

}
zeichenweise Anwendung vonf ordnet
einem Wort eine Sprache zu.

Für L ⊆ Σ∗ definieren wirf(L) =
⋃

w∈L f(w). Wir sagen, die Sprachef(L) entsteht ausL
durch Substitution.

Wie bei Homomorphismen lassen wir den Überstrich beif in Zukunft weg.

Beispiel 2.9
SeiΣ = {a, b} ein Alphabet,f : Σ→ 2Σ∗

eine Abbildung mitf(a) = a∗ = {ε, a, aa, aaa, . . . }
undf(b) = b∗ = {ε, b, bb, bbb, . . . }. Dann giltf(aba) = a∗b∗a∗, f(Σ∗) = Σ∗ undf(aa) = a∗.
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Quotientenbildung SeienL1, L2 ⊆ Σ∗ zwei beliebige Sprachen. Dann ist derQuotientvon
L1 undL2 (in ZeichenL1/L2) definiert durchL1/L2 = {u ∈ Σ∗ | v ∈ L2, uv ∈ L1}.

Beispiel 2.10
SeienL1 = a∗ba∗, L2 = ba∗b undL3 = a∗b drei Sprachen. Dann gilt:L1/L2 = ∅, L1/L3 = a∗

undL2/L3 = ba∗.

- Wir haben den Quotienten direkt auf den Sprachen definiert. Man könnte den Quotienten auch
auf Wörtern definieren und dann auf die Sprachen übertragen, wie wir dies beispielsweise für
die Konkatenation getan haben. Das Problem dabei ist, daß der Quotient auf Wörtern eine
partielle Operation ist. Deshalb haben wir auf diese Definition verzichtet.

Der Quotient auf Wörtern ist die inverse Operation zur Konkatenation:(u ◦ v)/v = u. Wenn
man die Konkatenation als Multiplikation liest, dann ist der Quotient die Division – daher der
Name „Quotient“.

- Wir haben den sog.Rechtsquotientendefiniert. Es gibt analog dazu auch noch denLinksquoti-
enten(u ◦ v) \ u = v.

Dann muß man aber sehr aufpassen, damit man den Linksquotienten auf Sprachen nicht mit der
Mengendifferenz verwechselt. Deshalb verzichten wir vollständig auf die Definition des Links-
quotienten. Sollten wir den Linksquotienten als Operation benötigen, können wir uns diese Ope-
ration aus dem Rechtsquotienten und der Spiegelung „zusammenbasteln".

Spiegelsprache Fürw ∈ Σ∗ mit w = a1 . . . an undai ∈ Σ bezeichnet←−w = anan−1 . . . a1 das
rückwärts gelesene Wortw; wir nennen←−w dasSpiegelwortvonw.
Die Spiegelsprache

←−
L einer SpracheL ist dann wie folgt definiert:

←−
L = {←−w |w ∈ L}.

3.2.2 Die Abschlußeigenschaften

Satz 2.13 (Abschlußeigenschaften)Die regulären Sprachen sind abgeschlossen unter:

- Homomorphismen, d.h. für eine reguläre SpracheL ⊆ Σ∗ und einen Homomorphismus
h ist auchh(L) regulär.

- Inversen Homomorphismen, d.h. für eine reguläre SpracheL ⊆ Σ∗ und einen Homomor-
phismush ist auchh−1(L) regulär.

- Substitution, d.h. für eine reguläre SpracheL ⊆ Σ∗ und eine Substitutionf ist auchf(L)
regulär.

- Quotientenbildungmit einer beliebigen SpracheL′, d.h. für eine reguläre SpracheL ⊆ Σ∗

und eine beliebige SpracheL′ ⊆ Σ∗ ist auch der QuotientL/L′ regulär.

- Spiegelung, d.h. für eine reguläre SpracheL ⊆ Σ∗ ist auch ihre Spiegelsprache
←−
L regu-

lär.

Sowohl für Homomorphismen, inversen Homomorphismen, Substitution als auch für die Spie-
gelung existieren effektive Verfahren, um aus einem endlichen Automaten, der die Ausgangs-
sprache akzeptiert, einen Automaten zu konstruieren, der die Sprache nach Anwendung der ent-
sprechenden Operation akzeptiert. Wir sagen deshalb, daß die regulären Sprachen unter diesen
Operationeneffektiv abgeschlossensind.
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Im ersten Augenblick ist es vielleicht etwas überraschend, daß reguläre Sprachen unter Quotienten-
bildung mit beliebigen Sprachen abgeschlossen sind (versuchen Sie das mal mit Vereinigung oder
Durchschnitt). Ein Blick in den Beweis offenbart dann jedoch, daß dies doch nicht so verwunderlich ist.
Die regulären Sprachen sind zwar unter Quotientenbildung mit beliebigen Sprachen abgeschlossen,
aber nicht effektiv (das sollte uns nicht so sehr überraschen). Wir werden jedoch noch sehen, daß
reguläre Sprachen effektiv unter Quotientenbildung abgeschlossen sind, wenn wir uns auf Quotienten-
bildung mit regulären Sprachen beschränken.

Beweis:
Wir beweisen nun die Abschlußeigenschaften der regulären Sprachen für jede Operation sepa-
rat.

Substitution SeiL regulär undf : Σ → 2∆∗
eine Substitution. O.B.d.A. existiert dann ein

regulärer Ausdruckr, der die SpracheL bezeichnet und für jedesa ∈ Σ existiert ein regulärer
Ausdruckra, der die Sprachef(a) bezeichnet (da per Definitionf(a) für jedesa ∈ Σ regulär
ist).
Wir ersetzen nun inr jedes Auftreten eines Zeichena durchra. Dazu definieren eine Abbildung
f̃ von der Menge der regulären Ausdrücke überΣ in die Menge der regulären Ausdrücke über
∆, die diese Ersetzung durchführt.f̃(r) liefert uns dann den gewünschten regulären Ausdruck.
Die Abbildung f̃ können wir induktiv über den Aufbau der regulären Ausdrücke überΣ wie
folgt definieren:

f̃(∅) = ∅
f̃(ε) = ε

f̃(a) = ra Hier passiert’s :a wird im regulären Ausdruck durchra ersetzt.
f̃(s + t) = f̃(s) + f̃(t)

f̃(st) = f̃(s)f̃(t)

f̃(s∗) = f̃(s)∗

Man kann nun induktiv über den Aufbau der regulären Ausdrücke zeigen, dassf̃(r) die Sprache
f(L) bezeichnet, wennL die vonr bezeichnete Sprache ist.

Wichtiger als die Erkenntnis, daß reguläre Sprachen unter Substitution abgeschlossen sind, ist die be-
nutzte Beweistechnik zum Nachweis des Abschlusses unter Substitution: Wir führen die Substitution auf
der syntaktischen Repräsentation der Sprache durch. Hier sind es die regulären Ausdrücke; man könnte
aber auch die Grammatiken benutzen (vgl. das entsprechende Ergebnis für kontextfreie Sprachen).

Homomorphismen Da ein Homomorphismus als eine spezielle Substitution aufgefaßt wer-
den kann, ist nichts mehr zu zeigen.

Inverser Homomorphismus Sei L regulär und seih : Σ∗ → ∆∗ ein Homomorphismus.
O.B.d.A. existiert ein deterministischer und vollständiger endlicher AutomatA = (Q, Σ, δ, q0, F ),
derL akzeptiert.
Wir konstruieren nun ausA einen AutomatenA′, derL′ = h−1(L) akzeptiert. Dabei machen
wir uns (wie angekündigt) zunutze, daßw ∈ h−1(L) genau dann gilt, wennh(w) ∈ L gilt.
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Idee: Wir simulieren also den ursprünglichen Automaten. Wenn wir ein Zeichenai lesen, muß
der neue Automat den Übergang durchführen, den der ursprüngliche Automat auf dem Wort
h(ai) durchführen würde (wir simulierenA aufh(w) bzw. aufh(ai)):

w = a1 a2 a3 . . . an ∈ h−1(L)

⇓ ⇓ ⇓ ⇓ gdw.

h(w) = w1 w2 w3 . . . wn ∈ L
h(a1) h(a2) h(a3) h(an)

gdw.

q0−→∗w1 q1−→∗w2 q2−→∗w3 . . .−→∗wn qn ∧ qn ∈ F

Die „Simulation“ des Übergangs vonA aufh(a) erreichen wir, indem wir inA′ einen Übergang
(p, a, q) ∈ δ′ ausführen, wenn fürA gilt (p, h(a), q) ∈ δ∗. Die Zustandsmenge und die Start-
und Endzustände bleiben inA′ unverändert. Formal definieren wir:A′ = (Q, Σ, δ′, q0, F ) mit
δ′ = {(p, a, q) | a ∈ ∆, (p, h(a)︸︷︷︸

!

, q) ∈ δ∗}.

Bemerkung: Da A deterministisch und vollständig ist, ist auchA′ deterministisch und vollständig.

Man kann sich nun leicht überlegen, daß giltw ∈ L(A′) gdw.h(w) ∈ L(A) gdw.w ∈ h−1(L).
A′ ist also ein Automat, derh−1(L) akzeptiert.

Genau genommen müßte man durch Induktion über|x| für alle x ∈ ∆∗ zeigen:(p, x, q) ∈ δ′
∗ genau

dann, wenn(p, h(x), q) ∈ δ∗.

Wieder gilt: Wichtiger als die Erkenntnis, daß reguläre Sprachen unter inversen Homomorphismen
abgeschlossen sind, ist die benutzte Beweistechnik: Wir benutzen den akzeptierenden Automaten der
ursprünglichen Sprache und „simulieren“ ihn auf der Eingabeh(w).
Der Nachweis, daß einer Sprachklasse unter inversen Homomorphismen abgeschlossen ist, erfolgt in
den allermeisten Fällen über das Maschinenmodell mit obiger Simulation.

Quotientenbildung Sei L1 eine reguläre Sprache undL2 ⊆ Σ∗ eine beliebige Sprache.
O.B.d.A. existiert ein deterministischer und vollständiger endlicher AutomatA = (Q, Σ, δ, q0, F ),
derL1 akzeptiert. Wir konstruieren nun ausA einen AutomatenA′, derL1/L2 akzeptiert
Idee:

w ∈ L1/L2

⇔ wv ∈ L1, v ∈ L2

⇔ q0−→∗wv p, v ∈ L2, p ∈ F

⇔ q0−→∗w q−→∗v p, v ∈ L2, p ∈ F

Damit nunw vom AutomatenA′ akzeptiert wird, müssen wirq zu einem Endzustand machen.
Wir definieren alsoA′ = (Q, Σ, δ, q0, F

′) mit F ′ = {q ∈ Q | (q, v, r) ∈ δ∗, v ∈ L2, r ∈ F}.
Offensichtlich gilt nunL(A′) = L1/L2.
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Spiegelung
Idee: Vertausche die Start- und Endzustände miteinander und drehe die Kanten der Übergangs-
relation um. Aus einem Automaten:

++ GFED@ABCq0
a1 //GFED@ABC a2 // . . . an−1 //GFED@ABC an // ?>=<89:;/.-,()*+r

konstruiert wir also den Automaten:

GFED@ABC?>=<89:;q0 GFED@ABC
a1

oo . . .
a2

oo GFED@ABC
an−1

oo ?>=<89:;ran
oo jj

Achtung: Bei nicht alphabetischen Automaten müssen die Wörter an den Kanten umgedreht
werden. Wir können aber ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass der Automat
alphabetisch ist. �

Bemerkung: Alle Konstruktionen bis auf die Quotientenbildung sind effektiv. Wir werden in
der Übung (Blatt 5, Aufgabe 1c.) beweisen, dassL1/L2 effektiv existiert, wenn auchL2 regulär
ist.

3.2.3 Anwendung der Abschlußeigenschaften

Die Abschlußeigenschaften von regulären Sprachen können wir nun anwenden, um nachzuwei-
sen, daß bestimmte Sprachen regulär sind. Dazu betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.11
Für jede reguläre SpracheL ist die SpracheL′, in der aus jedem Wort der SpracheL jeder
zweite Buchstabe gestrichen wird, auch regulär.
Beweis:
Wir definieren ein AlphabetΣ′ = {a′, b′, c′, . . . }, in dem jedes Zeichen ausΣ mit einem Strich
versehen ist. Außerdem definieren wirh : Σ∪Σ′ → Σ∗ mit h(x) = x für x ∈ Σ undh(x′) = x
für x′ ∈ Σ′.

- Dann ist nach Satz2.13 die Spracheh−1(L) regulär. Die Spracheh−1(L) enthält alle
Wörter ausL, wobei die Buchstaben an beliebigen Stellen mit Strichen versehen werden
können.

- Dann ist nach Satz2.6die Spracheh−1(L)∩ ((ΣΣ′)∗∪ (ΣΣ′)∗Σ) ebenfalls regulär. Diese
Sprache enthält genau die Wörter ausL, wobei jedes zweite Zeichen mit einem Strich
versehen ist.

- Nun definieren wirg : Σ ∪ Σ′ → Σ∗ mit mit g(x) = x für x ∈ Σ und g(x′) = ε für
x′ ∈ Σ′. Der Homomorphismusg löscht also genau die Buchstaben, die mit einem Strich
versehen sind.

- Dann ist nach Satz2.13die SpracheL′ = g(h−1(L) ∩ ((ΣΣ′)∗ ∪ (ΣΣ′)∗Σ) regulär. Die
SpracheL′ enthält also genau alle Wörter ausL, wobei in jedem Wort jeder mit einem
Strich versehene Buchstabe (d.h. jeder zweite Buchstabe) gelöscht wurde.

�
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Durch die Konstruktion einer SpracheL′ ausL unter ausschließlicher Verwendung von Opera-
tionen unter denen die regulären Sprachen abgeschlossen sind, wissen wir, daßL′ regulär ist,
wennL regulär ist. Wir müssen also keinen Automaten mehr fürL′ konstruieren. Da reguläre
Sprachen unter den im Beispiel angewendeten Operationen effektiv abgeschlossen sind, exi-
stiert der Automat fürL′ jedoch effektiv (ohne daß wir eine explizite Konstruktion angeben
müssen).

4 Entscheidungsverfahren für reguläre Sprachen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns damit, welche Fragen bzw. Probleme für reguläre
Sprachen entscheidbar sind. Tatsächlich sind die meisten Probleme für reguläre Sprachen ent-
scheidbar.
Zunächst stellen wir uns eine Liste der typischenProblemezusammen:

- Wortproblem:w ∈ L?

Das Wortproblem brauchen wir uns für reguläre Sprachen nicht anzusehen, da der zugehörige
deterministische endliche Automat das Entscheidungsverfahren liefert. Der Vollständigkeit (und
Systematik) halber führen wir das Wortproblem hier trotzdem auf.

- Endlichkeit/Unendlichkeit:|L| < ω oder|L| = ω?

- Leerheit:L = ∅?

- Äquivalenz:L1 = L2?

- Inklusion:L1 ⊆ L2?

- Disjunktheit:L1 ∩ L2 = ∅?

Da reguläre Sprachen effektiv unter Durchschnitt abgeschlossen sind, ist das Disjunktheitspro-
blem (für reguläre Sprachen) äquivalent zum Leerheitsproblem. Wir werden es also im folgenden
nicht mehr gesondert betrachten.

Dabei gehen wir davon aus, daßL (bzw. L1 und L2) durch reguläre Ausdrücke oder endli-
che Automaten gegeben sind. Sollte die Sprache in Form einer Turing-Maschine gegeben sein,
können wir damit fast nichts mehr entscheiden (siehe hierzu auch5).

Satz 2.14 (Entscheidbarkeit von Leerheit und (Un)endlichkeit)Für jede reguläre Sprache
(repräsentiert durch einen regulären Ausdruck oder einen endlichen Automaten) ist entscheid-
bar, obL = ∅ gilt und ob|L| = ω gilt.

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (siehe Satz2.5 und 2.8) sei L durch einen
deterministischen endlichen AutomatenA repräsentiert (d.h.L = L(A)).

L = ∅: Die vom AutomatenA akzeptierte SpracheL ist genau dann leer, wenn im Automaten
kein Pfad von einem Start- zu einem Endzustand existiert. Diese Eigenschaft des Auto-
maten ist offensichtlich entscheidbar. Also istL = ∅ für reguläre Sprachen entscheidbar.
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|L| = ω: Die vom AutomatenA akzeptierte SpracheL ist genau dann unendlich, wenn vom
Startzustand ein Zyklus erreichbar ist und von irgendeinem Zustand auf diesem Zyklus
aus ein Endzustand erreichbar ist:

++ GFED@ABCq0
u // ?>=<89:;q

w
++ ?>=<89:;r

v
kk

x

��?>=<89:;76540123p

Auch diese Eigenschaft des Automaten ist offensichtlich entscheidbar. Also ist|L| = ω
entscheidbar.

Man kann auch das Pumping-Lemma benutzen. Dann wird das Verfahren aber sehr ineffizient!

Redaktioneller Hinweis: Die Abbildung kann noch verbessert werden.

�
Bevor wir uns mit dem Äquivalenzproblem und dem Inklusionsproblem beschäftigen, verge-
genwärtigen wir uns einige einfache Zusammenhänge aus der Mengenlehre:

L1 ⊆ L2 gdw.L1 \ L2 = L1 ∩ L2 = ∅

L1 = L2 gdw.L1 ⊆ L2 undL2 ⊆ L1

Folgerung 2.15 (Entscheidbarkeit von Äquivalenz und Inklusion)
Für zwei reguläre SprachenL1 und L2 (repräsentiert durch einen regulären Ausdruck oder
einen endlichen Automaten) ist entscheidbar, obL1 = L2 und obL1 ⊆ L2 gilt.

Beweis:Mit der Vorüberlegung über die Zusammenhänge aus der Mengenlehre können wir die
InklusionL1 ⊆ L2 auf die Frage der Leerheit vonL1 ∩L2 zurückführen. Da reguläre Sprachen
effektiv unter Durchschnitt und Komplement abgeschlossen sind (Satz2.6), ist auchL1 ∩ L2

regulär und wir können einen endlichen Automaten für diese Sprache konstruieren. Also ist die
Leerheit vonL1 ∩ L2 mit Satz2.14entscheidbar. Damit istL1 ⊆ L2 entscheidbar.
Zur Entscheidung der Äquivalenz müssen wir nur die beiden InklusionenL1 ⊆ L2 undL2 ⊆ L3

entscheiden.

Alternativ könnte man zur Entscheidung der Äquivalenz zweier regulärer Sprachen auch die zugehöri-
gen Minimalautomaten konstruieren und auf Isomorphie überprüfen.

�

Bemerkung: Im Augenblick ist es vielleicht noch etwas verwunderlich, dass wir so viel Wind
um die Abschlußeigenschaften und die Entscheidbarkeit von Leerheit, Unendlichkeit, Inklusi-
on und Äquivalenz machen. Wir werden aber sehen, dass viele dieser Aussagen für andere
Sprachklassen nicht gelten. Beispielsweise ist die Disjunktheit zweier kontextfreier Sprachen
nicht entscheidbar und ist das Wortproblem für Typ-0-Sprachen (d.h. die rekursiv aufzählbaren
Sprachen) nicht entscheidbar. Das ist aber noch Zukunftsmusik.
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5 Äquivalente Charakterisierungen regulärer Sprachen

Bisher haben wir im wesentlichen drei Charakterisierungen regulärer Sprachen kennengelernt:

- endliche Automaten (NEA)

- deterministische und vollständige endliche Automaten (DEA)

- reguläre Ausdrücke

Es gibt unzählige weitere Charakterisierungen. Wir betrachten hier stellvertretend die Folgen-
den:

- erkennbare Mengen

- Gleichungssysteme

- lokale Menge + Homomorphismen

- Zweiwegautomat

- reguläre Grammatiken (Typ-3-Grammatiken)

Die ersten drei Charakterisierungen werden in den Übungen genauer betrachtet (Blatt 4–6). In
der Vorlesung gehen wir auf die Zweiwegautomaten und die regulären Grammatiken ein.

5.1 Zweiwegautomaten

Motivation: Warum soll ein Automat eine Zeichenreihe ausschließlich von links nach rechts
abarbeiten? Der Zweiwegautomat erlaubt es uns, auch von rechts nach links zu gehen (wenn
wir es denn für sinnvoll halten).
Problem: In der Formulierung der endlichen Automaten haben wir gelesene Zeichen “wegge-
worfen”. Das dürfen wir jetzt nicht mehr, denn der Automat kann sich in der Eingabe wieder
nach links bewegen. Wir müssen deshalb über Konfigurationen reden. In Abb.2.16 ist eine
Konfigurationdargestellt; sie besteht aus dem Eingabeworta1a2 . . . an, dem aktuellen Zustand
q und der aktuellen Position (ähnlich wie später bei Turing-Maschinen).

a1 a2 . . . ai . . . an

⇑
q

Abbildung 2.16. Eine Konfiguration: Der „Lesekopf“ steht auf demi.-ten Zeichen.

Wenn das EingabealphabetΣ und die ZustandsmengeQ disjunkt sind, können wir die Konfi-
guration eindeutig durcha1a2 . . . ai−1qai . . . an repräsentieren; die Kopfpositioni ist durch die
Position des Zustandsq vor ai eindeutig bestimmt.
In der Übergangsrelation eines Zweiwegautomaten muß nun auch angeben werden, ob sich der
Automat in der Eingabe nach links oder nach rechts bewegt. Der Einfachheit halber betrachten
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wir hier nur den deterministischen und vollständigen Zweiwegautomaten, deshalb reicht eine
Übergangsfunktion:

δ : (Q× Σ)→ (Q× {l, r})
Die erste Komponente gibt – wie bei endlichen Automaten – den Folgezustand an, die zweite
Komponente die Bewegungsrichtung (l für links, r für rechts).

Definition 2.16 (Zweiwegautomat)
Ein (deterministischer endlicher)ZweiwegautomatüberΣ besteht aus

- einer endlichen MengeQ (mit Q ∩ Σ = ∅) vonZuständen,

- einemStartzustandq0 ∈ Q

- einerÜbergangsfunktionδ : (Q× Σ)→ (Q× {l, r}) und

- einer MengeF ⊆ Q vonEndzuständen.

Wir schreibenA = (Q, Σ, δ, q0, F ).
Ein Wortγ ∈ Σ∗QΣ∗ heißtKonfigurationdes AutomatenA. Für A definieren wir die binäre
Relation`A auf den Konfigurationen durch:

upav `A uaqv falls u, v ∈ Σ∗, a ∈ Σ undδ(p, a) = (q, r)

und
ubpav `A uqbav falls u, v ∈ Σ∗, a, b ∈ Σ undδ(p, a) = (q, l)

Gemäß der Definition voǹA ist eine Rechtsbewegung nur möglich, wenn rechts von der Kopfposition
noch ein Eingabezeichen steht. Eine Linksbewegung ist nur möglich, wenn rechts und links von der
Kopfposition noch ein Eingabezeichen steht.

Für zwei Konfigurationenγ undγ′ mit γ `A γ′ nennen wirγ′ die Nachfolgekonfigurationvon
γ.
Der ZweiwegautomatA akzeptiertein Wortw ∈ Σ∗, wenn ein Endzustandq ∈ F mit q0w `∗A
wq existiert. Die Menge aller vonA akzeptierten Wörter bezeichnen wir mitL(A).

Beispiel 2.12
Es ist schwer eine Sprache zu finden, bei der die Charakterisierung über einen Zweiwegautoma-
ten naheliegender erscheint als über einen endlichen Automaten. Hier betrachten wir die Menge
der Wörter, die mit einema beginnen, dann kein weiteresa enthalten und mindestens einb und
ein c enthalten. Der folgende Zweiwegautomat überprüft zunächst, ob ein Wort ein führendes
a enthält; dann sucht er einb; wenn er dasb gefunden hat, fährt er in der Eingabe wieder nach
links zurück und sucht dann einc und bewegt den Kopf dann in der Eingabe ganz nach rechts:

++ GFED@ABCq0
(a,r) //

(b,r),(c,r) ..

GFED@ABCq1
(b,l) //

(c,r)

��

(a,r) ��

GFED@ABCq2
(a,r) //

(b,l),(c,l)

�� GFED@ABCq3
(c,r) //

(b,r)

��

(a,r)

��

GFED@ABC?>=<89:;q4

(b,r),(c,r)

��

(a,r)

ppGFED@ABCq5

(a,r),(b,r),(c,r)

JJ

Zum besseren Verständnis geben wir die Bedeutung der verschiedenen Zustände an:
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- q0: überprüfen, ob das erste Zeichen eina ist

- q1: erstesb suchen

- q2: b gefunden, zurück nach links zum Wortanfang

- q3: erstesc suchen

- q4: c gefunden, weiter nach rechts zum Wortende

- q5: Fangzustand; wird erreicht, wenn das erste Zeichen keina, oder ein späteres Zeichen
eina ist; in diesem Fall wird das Wort nicht akzeptiert.

Es gibt für diese Sprache auch einen (relativ) einfachen deterministischen Automaten. Einen Zweiwe-
gautomaten zu benutzen, erscheint hier relativ künstlich (das mag sich bei einem größeren Alphabet
ändern). Hier geht es uns nur um ein Beispiel – wenn auch ein etwas “blödes”.

Wir geben nun eineBerechnungdes Zweiwegautomaten für das Wortaccb ∈ L(A) an:

q0a c c b
` aq1c c b
` a cq1c b
` a c cq1b
` a cq2c b
` aq2c c b
`q2a c c b
` aq4c c b
` a cq4c b
` a c cq4b
` a c c bq4

Etwas platzsparender ist die folgende Repräsentation der Berechnung des Zweiwegautomaten:

a c c b

GFED@ABCq0 // GFED@ABCq1 // GFED@ABCq1 // GFED@ABCq1

rrGFED@ABCq2

,,

GFED@ABCq2oo GFED@ABCq2oo

GFED@ABCq3 // GFED@ABCq4 // GFED@ABCq4 //
_

� �
D

�
D_ �
q4

Achtung: In den ungeraden Zeilen beziehen sich die Zustände auf das Zeichen rechts vom Zu-
stand; in den geraden Zeilen beziehen sich die Zustände auf das Zeichen links vom Zustand. Die
Sequenz der untereinander stehenden Zustände nennen wirKreuzungsfolgen(vgl. Abb.2.17).
Die Kreuzungsfolgen werden wir später benutzen, um die Äquivalenz zu endlichen Automaten
zu beweisen.

Bemerkung: Offensichtlich ist jeder deterministische und vollständige Automat ein Spezialfall
eines Zweiwegautomaten.
Frage: Kann man mit Zweiwegautomaten mehr Sprachen akzeptieren als mit endlichen Auto-
maten?
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a c c b

GFED@ABCq0 // q1 // q1 // q1

qqq2

--

q2oo q2oo

q3 // q4 // q4 // GFED@ABCq4

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
Abbildung 2.17. Die Kreuzungsfolgen einer Berechnung.

Die Antwort auf diese Frage ist nein. Aber warum?
Idee: Wir können die Kreuzungsfolgen als Zustände eines endlichen Automaten auffassen und
dann die Übergänge zwischen ihnen charakterisieren.

Fragen: Wie viele Kreuzungsfolgen gibt es? Wann sind Übergänge zwischen zwei Kreuzungsfolgen
möglich?

Beobachtungen:

1. Keine Kreuzungsfolge eines akzeptierten Wortes besitzt zwei ungerade Positionen mit
demselben Zustand oder zwei gerade Positionen mit demselben Zustand; denn sonst hat
die entsprechende Berechnung einen Zyklus (vgl. Abb.2.18).

...
q //

oo
//
oo

//
oo

//

oo

// q //

...

Zyklus

⇒

...
q //

oo
//
oo

//
oo

//

oo

// q //

oo
//
oo

//
oo

//

oo

// q //

oo
//
oo

//
oo

//

oo

// q //

...

Abbildung 2.18. Derselbe Zustand an zwei gerade oder an zwei ungeraden Positionen: ein Zyklus.

Damit können die Kreuzungsfolgen eines akzeptierten Wortes höchstens die Länge2 · |Q|
haben. Wir müssen also nur endlich viele Kreuzungsfolgen betrachten.

2. Jede Kreuzungsfolge eines akzeptierten Wortes hat eine ungerade Länge.
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3. Die erste Kreuzungsfolgeeinesbeliebigen Wortes istq0.

4. Die letzte Kreuzungsfolge eines akzeptierten Wortes istq für q ∈ F .

5. Insbesondere haben die erste und die letzte Kreuzungsfolge immer die Länge 1.

Jetzt müssen wir uns nur noch die möglichen Übergänge zwischen den Kreuzungsfolgen eines
akzeptierten Wortes überlegen. Wir definieren diese Übergänge induktiv (und zwar für jedesa ∈
Σ einzeln). Für diese induktive Definition benötigen wir jedoch auch die Übergänge zwischen
Kreuzungsfolgen gerader Länge. Abbildung2.19gibt die induktive Definition der Übergänge
zwischen den Kreuzungsfolgen.
Wir können also einen endlichen Automaten konstruieren, der dieselbe Sprache akzeptiert wie
der Zweiwegautomat.

- Die Zustände des endlichen Automaten sind die “gültigen Kreuzungsfolgen”.

- Der Startzustand ist die Kreuzungsfolgeq0.

- Die Endzustände sind die Kreuzungsfolgenq mit q ∈ F .

- Die Übergänge sind die induktiv definierten Übergänge zwischen den ungeraden Kreu-
zungsfolgen für jedesa ∈ Σ

Satz 2.17Die von einem Zweiwegautomaten akzeptierten Sprachen sind regulär.

Beweis:Siehe Vorbemerkungen. �

Bemerkung: Auch für nicht-deterministische Zweiwegautomaten ist Satz2.17 gültig. Der
Beweis erfordert jedoch noch weitere Überlegungen und ist noch etwas aufwendiger.

5.2 Reguläre Grammatiken / rechtslineare Grammatiken

Nun charakterisieren wir die regulären Sprachen über Grammatiken einer speziellen Form: die
sog.regulären Grammatiken.

Diese Charakterisierung ist viel wichtiger als der Zweiwegautomat. Wir stellen sie zuletzt vor, da die
Charakterisierung der regulären Sprachen über Grammatiken einen guten Übergang zum nächsten
Kapitel, den kontextfreien Sprachen ermöglicht.

Definition 2.18 (Rechtslineare Grammatik) Eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) heißtrechts-
linear, wenn jede Produktion die Form

A→ wB oder A→ w

für A, B ∈ V undw ∈ Σ∗ hat.
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Ungerade Kreuzungsfolgen (Eingang links)Gerade Kreuzungsfolgen (Eingang rechts)

i) ε−→a ε

ii) δ(q1, a) = (p1, r) iii) δ(p1, a) = (q1, l)

q1
a // p1

q2 p2oo oo

...
...

qk //

a

== pl //

q1 p1
aoo

// q2 // p2

...
...

qk //

a

== pl //

⇓ ⇓
// q1 // p1

q2 p2oo

...
...

qk //

a

== pl //

q1 p1oo oo

q2 // p2

...
...

qk //

a

== pl //

iv) δ(q1, a) = (q2, l) v) δ(p1, a) = (p2, r)

q1

a
��

q2

// q3 // p1

...
...

qk //

a

== pl //

p1

a
��

oo

p2

q3 p1oo oo

...
...

qk //

a

== pl //

⇓ ⇓// q1

��
q2

q3 // p1

...
...

qk //

a

== pl //

p1

��

oo

p2

q3 p1oo

...
...

qk //

a

== pl //

Abbildung 2.19. Induktive Definition der Übergänge zwischen den Kreuzungsfolgen.
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Analog kann manlinkslineare Grammatikenmit Regeln der FormA→ Bw undA→ w definieren. Da
die regulären Sprachen unter Spiegelung abgeschlossen sind, charakterisieren die linkslinearen Gram-
matiken die gleiche Sprachklasse wie die rechtslinearen Grammatiken, nämlich die regulären Sprachen.
Deshalb faßt man rechts- und linkslineare Grammatiken unter dem Oberbegriffreguläre Grammatik
zusammen. Sie werden auch Typ-3-Grammatiken genannt.
Später werden wir auch noch dielinearen Grammatikenmit Regeln der FormA → wBv undA → w
etwas genauer untersuchen. Allerdings lassen sich mit linearen Grammatiken wesentlich mehr Spra-
chen als die regulären Sprachen beschreiben (z.B. kann man die Sprache der Palindrome mit Hilfe einer
linearen Grammatik beschreiben). Die von den linearen Grammatiken erzeugten Sprachen heißenline-
ar.

Satz 2.19Eine SpracheL ist genau dann regulär, wenn es eine rechtslineare GrammatikG mit
L = L(G) gibt.

Beweis:
"⇐“: Wir beweisen zuerst, dass es zu jeder rechtslineare GrammatikG einen endlichen Auto-
maten gibt, der die entsprechende Sprache akzeptiert.
Idee:

S ⇒G w1A1 ⇒G w1w2A2 ⇒G . . . ⇒G w1 . . . wnAn ⇒G w1 . . . wnwn+1

S−→w1 A1−→w2 A2 −→ . . .−→wn An−→wn+1 •

SeiG = (V, Σ, P, S), dann definieren wir den AutomatenA mit A = (V ∪ {•}, Σ, δ, S, {•}).

δ = {(B, w,C) |B → wC ∈ P} ∪ {(B, w, •) |B → w ∈ P}

Offensichtlich gilt:

- (S, w,B) ∈ δ∗ gdw.wB ist Satzform vonG.

- (S, w, •) ∈ δ∗ gdw.w ist Satz vonG.

Beweis: Induktion über die Definition der Ableitung und der Definition vonδ∗.

Damit gilt L(A) = L(G) und somit istL(G) regulär.

„⇒“: Nunmehr beweisen wir die Gegenrichtung, d.h. für eine reguläre SpracheL gibt es eine
rechtslineare GrammatikG mit L(G) = L. DaL regulär ist, gibt es einen endlichen Automaten
A = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit L(A) = L. Wir definieren nun die GrammatikG = (Q, Σ, P, q0) mit:

P = {q → wq′ | (q, w, q′) ∈ δ} ∪ {q → w | (q, w, q′) ∈ δ ∧ q′ ∈ F}

Wieder gilt:

- wq ist Satzform vonG gdw.(q0, w, q) ∈ δ∗ .

- w ist Satz vonG gdw.(q0, w, q) ∈ δ∗ undq ∈ F .

Also gilt L = L(G); offensichtlich istG rechtslinear. �
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Bemerkungen: Automaten und rechtslineare Grammatiken lassen sich im wesentlichen 1 zu
1 ineinander übersetzen. Das gleiche selbstverständlich auch für linkslineare Grammatiken.

Redaktioneller Hinweis: Hier könnte man (irgendwann einmal) noch Abschnitte für erkennbare Men-
gen, lokale Mengen und Gleichungssysteme zur Charakterisierung regulärer Sprachen einführen.

5.3 Zusammenfassung

Unsere Tabelle aus Abschnitt2 können wir nun wie folgt ergänzen:

lineare
Sprachen

anbn

Palindrome
lineare

Grammatiken

�� ��Zweiwegautomat

�� ��Index vonRL endlich

m m

reguläre
Sprachen a∗b∗c∗

�
�

�



Typ 3 Grammatiken:
- linkslinear
- rechtslinear

⇔

�
�

�



Endliche Automaten:
- nicht-determ. Automaten
- determ. & vollst. Automaten

⇔

�
�

�
�

- reguläre Ausdrücke
- erkennbare Mengen
- lokale Mengen
- ...

6 Erweiterungen endlicher Automaten

In Abschnitt1 haben wir endliche Automaten kennengelernt. Die dort vorgestellte Version geht
im wesentlichen auf Rabin und Scott zurück. Sie werden daher auchRabin-Scott-Automaten
genannt.

Rabin-Scott-Automaten sind ein Konzept und keine mathematische Definition.

Es gibt aber noch viele weitere Konzepte für Automaten. Wir betrachten hier als Beispiel zwei
verschiedene Versionen vonendlichen Automaten mit Ausgabe: Mealy- undMoore-Automaten.
Hier betrachten wir nur die deterministischen und vollständigen Versionen dieser Automaten.
Die Definition nicht-deterministischer Automaten mit Ausgabe würde hier zu weit führen.

Es gibt noch viele weiter Konzepte von Automaten. Beispielsweise kann man mitBüchi-Automatenun-
endlich lange Wörter akzeptieren. Dies spielen bei der Verifikation interaktiver bzw. reaktiver Systeme
eine wichtige Rolle. Auch sog.State-Chartsstellen eine Variante von Automaten dar, die man zur Mo-
dellierung reaktiver Systeme nutzt (vgl. Zustandsdiagramme in UML).
Büchi-Automaten und State-Charts sind jedoch nicht Gegenstand dieser Vorlesung, sondern Gegen-
stand von Spezialvorlesungen.

6.1 Automaten mit Ausgabe

Bei Automaten mit Ausgabe geht es nicht darum eine Sprache zu definieren (oder ein Wort einer
Sprache zu akzeptieren). Vielmehr wird ein Eingabewort gelesen und daraus eine Ausgabewort
erzeugt. Die Automaten mit Ausgabe berechnen also Funktionen.

Beispiel 2.13
Wir betrachten als Beispiel zwei Automaten, die das bitweises Komplement eines Bit-String
ausgeben. Diese Automaten sind in Abb.2.20dargestellt.
Welche der Varianten besser, schöner oder eleganter ist, ist Geschmackssache und hängt auch
davon ab, zu welchem Zweck der Automat benutzt wird.
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Mealy-Automat Moore-Automat
Der Mealy-Automat gibt bei jedem Zu-
standsübergang des Automaten ein Zei-
chen aus. An jeder Kante des Mealy-
Automaten stehen deshalb zwei Zeichen,
die durch einen Schrägstrich getrennt
sind. Das Zeichen vor dem Schrägstrich
ist das Zeichen, das beim Übergang gele-
sen wird, das Zeichen nach dem Schräg-
strich ist das Zeichen, das beim Übergang
ausgegeben.

Der Moore-Automat gibt in jedem Zu-
stand (bzw. beim Erreichen eines Zustan-
des) ein Zeichen aus. Das auszugebende
Zeichen steht neben dem entsprechenden
Zustand. Das$-Symbol ist ein Sonderzei-
chen für den ersten Zustand.

++ GFED@ABCq0

0/1

��

1/0

JJ

1
$

GFED@ABCq0

1





0





** ?>=<89:;q

0
88ppppppp

1 &&NNNNNNN

GFED@ABCq1

0

JJ

1

TT
0

Eingabe: 1 1 0
q0−→1/0 q0−→1/0 q0−→0/1 q0

Ausgabe: 0 0 1

Eingabe: 1 1 0
q−→ q1−→ q1−→ q0

Ausgabe: $ 0 0 1

Abbildung 2.20. Zwei verschiedene Varianten von Automaten mit Ausgabe.
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6.1.1 Mealy-Automaten

Hier geben wir die formale Definition des Mealy-Automaten und der von ihm definierten Funk-
tion an.

Definition 2.20 (Mealy-Automat) Ein Mealy-AutomatA ist definiert durch

- eine endliche MengeQ vonZuständen,

- zwei AlphabeteΣ und∆, wobeiΣ dasEingabe-und∆ dasAusgabe-Alphabetist,

- eineÜbergangsfunktionδ : Q× Σ→ Q,

δ ist eine Funktion, da wir nur vollständige und deterministische Automaten betrachten.

- einerAusgabefunktionλ : Q× Σ→ ∆ und

- einemStartzustandq0 ∈ Q.

Wir schreiben dafürA = (Q, Σ, ∆, δ, λ, q0). Wir definierenλ∗ : Q× Σ∗ → ∆∗ induktiv durch:

- λ∗(q, ε) = ε

- λ∗(q, aw) = λ(q, a) ◦ λ∗(δ(q, a), w)

Für ein Wortw ∈ Σ∗ nennen wirλ∗(q0, w) dieAntwort vonA auf die Eingabew.

6.1.2 Moore-Automat

Hier geben wir die formale Definition des Moore-Automaten und der von ihm definierten Funk-
tion an. Die Definition ist ähnlich zu der des Mealy-Automaten; der Unterschied besteht ledig-
lich in der Definition vonλ undλ∗.

Definition 2.21 (Moore-Automat) Ein Moore-AutomatA ist definiert durch

- eine endlichen MengeQ vonZuständen,

- zwei AlphabeteΣ und∆, wobeiΣ dasEingabe-und∆ dasAusgabe-Alphabetist,

- eineÜbergangsfunktionδ : Q× Σ→ Q,

- eineAusgabefunktionλ : Q→ ∆ und

Die Ausgabe ist beim Moore-Automaten im Gegensatz zum Mealy-Automaten nur vom Zustand
abhängig.

- einemStartzustandq0 ∈ Q

Wir schreiben dafürA = (Q, Σ, ∆, δ, λ, q0). Wir definierenλ∗ : Q× Σ∗ → ∆∗ induktiv durch:

- λ∗(q, ε) = λ(q)

- λ∗(q, aw) = λ(q) ◦ λ∗(δ(q, a), w)

Für ein Wortw ∈ Σ∗ nennen wirλ∗(q0, w) dieAntwort vonA auf die Eingabew.
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Bemerkung: Beim Moore-Automaten führt jede Eingabe (auchε) auch zu einer Ausgabe
x ∈ ∆∗ mit |x| ≥ 1! Trotzdem sind Mealy- und Moore-Automaten im wesentlichen äquivalent:

Satz 2.22

1. Für jeden Moore-AutomatenA gibt es einen Mealy-AutomatenA′ derart, daß für alle
Wörterw ∈ Σ die Antwort des Mealy-AutomatenA′ aufw das Wortv ∈ ∆∗ ist, wenn$v
die Antwort des Moore-AutomatenA aufw ist.

2. Für jeden Mealy-AutomatenA′ gibt es einen Moore-AutomatenA derart, daß für alle
Wörterw ∈ Σ die Antwort des Mealy-AutomatenA′ aufw das Wortv ∈ ∆∗ ist, wenn$v
die Antwort des Moore-AutomatenA aufw ist.

Beweis:
Idee: Die Überführung eines Moore-Automaten in einen entsprechenden Mealy-Automaten
ist einfach. Das Zeichen, das im Moore-Automaten beim Erreichen des Zustandes ausgegeben
wird, wird im Mealy-Automaten bereits beim Übergang in diesen Zustand ausgegeben.
Die Überführung eines Mealy-Automaten in einen entsprechenden Moore-Automaten ist etwas
komplizierter, da bei Übergängen in denselben Zustand verschiedene Ausgaben möglich sind.
Daher müssen die Zustände entsprechend repliziert werden (für jede mögliche Ausgabe eine
eigene Version des Zustandes).

Ein ausführlicher Beweis wird in der Übung geführt (Blatt 7, Aufgabe 1). �

Bemerkung: Mealy- und Moore-Automaten sind nicht zum Erkennen von Sprachen gedacht,
sondern zum Berechnen (von sehr einfachen) Funktionen. Deshalb kommen sie auf unserer
“formal-sprachlichen Landkarte” nicht vor. Natürlich gibt es Analogien zu den endlichen Auto-
maten (Rabin-Scott-Automaten). Aber es gibt auch deutliche Unterschiede. Beispielsweise un-
terscheidet sich die Ausdrucksmächtigkeit der deterministischen und der nicht-deterministische
Automaten mit Ausgabe.
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Kapitel 3

Kontextfreie Sprachen

1 Kontextfreie Grammatiken

Reguläre Sprachen stellen eine einfache Möglichkeit dar, Sprachen zu definieren und auch zu
analysieren. Außerdem haben sie sehr schöne Eigenschaften: Sie sind unter vielen Operationen
abgeschlossen, und die meisten Probleme sind für reguläre Sprachen entscheidbar.
Allerdings sind viele praktisch relevante Sprachen nicht regulär. Beispielsweise ist die Sprache
der korrekten Klammerausdrücke nicht regulär. Generell lassen sich verschachtelte Strukturen
(beliebiger Tiefe) nicht als reguläre Sprache formulieren, da man mit regulären Sprachen nicht
(beliebig weit) zählen kann. Verschachtelte Strukturen kommen aber in vielen Bereichen der
Informatik vor (z.B. in Ausdrücken oder bei ineinander verschachtelten Schleifen oder Alterna-
tiven).
In diesem Abschnitt betrachten wir nun eine Sprachklasse, die auf die Definition verschachtelter
Strukturen zugeschnitten ist: diekontextfreien Sprachen.

1.1 Motivation und Definition

Ähnlich wie bei regulären Sprachen, gibt es verschiedene Charakterisierungen von kontextfrei-
en Sprachen: eine über das Automatenmodell und eine über die Grammatik. Für kontextfreie
Sprachen ist die einfachste Charakterisierung wohl die überkontextfreie Grammatiken.
Kontextfreie Grammatiken oder Varianten davon (z.B. dieBackus-Naur-Form) sind DAS Mit-
tel zur Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen (oder eines wesentlichen Anteils
davon).

Historisch wurden kontextfreie Grammatiken zunächst von einem Linguisten definiert (N. Chomsky).

Definition 3.1 (Kontextfreie Grammatik) Eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) heißtkontext-
frei, wenn giltP ⊆ V × (V ∪ Σ)∗. Eine SpracheL heißtkontextfrei, wenn es eine kontextfreie
GrammatikG gibt, dieL erzeugt (d.h.L = L(G)).

Jede Produktion einer kontextfreien Grammatik hat also die FormA→ α mitA ∈ V undα ∈ (V ∪Σ)∗.
Da α = ε nicht ausgeschlossen ist, können die Produktionen auch die FormA→ ε haben.

55
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Zur Erinnerung wiederholen wir hier nochmals kurz die wichtigsten Begriffe und Definitionen für
Grammatiken (siehe Definition1.2auf Seite9) für den Spezialfall der kontextfreien Grammatiken:

- Direkte Ableitbarkeit:α ⇒G β genau dann, wennA → β′ ∈ P und γ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ mit
α = γAγ′ undβ = γβ′γ′ existieren.

- Ableitbarkeit:α⇒∗
G β

- Ableitbarkeit ini Schritten:α⇒i
G β

- Satzform:α ∈ (V ∪ Σ)∗ mit S ⇒∗
G α.

- Satz:w ∈ Σ∗ mit S ⇒∗
G w.

Die Bezeichnung „kontextfrei“ beruht auf der Tatsache, daß bei Anwendung einer Produktion
A→ β die VariableA unabhängig von dem Kontext (γ undγ′), in dem sie vorkommt, durchβ
ersetzt wird. Die Anwendung von Produktionen an verschiedenen Stellen einer Satzform sind
also vollkommen unabhängig voneinander. Dies wird in der Aussage 3 des folgenden Lemmas
formalisiert; als weitere Konsequenz ergibt sich, daß sich jede Ableitung als Baum darstellen
läßt. Darauf gehen wir in Abschnitt1.2noch genauer ein.

Lemma 3.2 SeiG = (V, Σ, P, S) eine Grammatik. Es gilt:

1. Seienα, β ∈ (V ∪ Σ)∗ mit α ⇒i
G β. Dann gilt für alleγ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ auchγαγ′ ⇒i

G

γβγ′.

2. Für l = 1, . . . , n seienαl, βl ∈ (V ∪Σ)∗ mitαl ⇒il
G βl undil ∈ N. Dann giltα1 . . . αn ⇒i

G

β1 . . . βn mit i =
∑n

l=1 il.

3. Sei nunG kontextfrei. Für jedesl = 1, . . . , n seiαl ∈ (V ∪Σ)∗ und seiβ ∈ (V ∪Σ)∗, so
daß giltα1 . . . αn ⇒i

G β. Dann existiert für jedesl = 1, . . . , n einβl ∈ (V ∪ Σ)∗ und ein
il ∈ N mit αl ⇒il

G βl, β = β1 . . . βn undi =
∑n

l=1 il.

Redaktioneller Hinweis: Zu Aussage 3 könnte man noch eine graphische Darstellung machen.

Die Aussagen 1 und 2 von Lemma3.2gelten für jede Grammatik; lediglich für die „Umkehrung“, also
Aussage 3, müssen wir voraussetzen, daßG kontextfrei ist.

Beweis:Das Lemma wird in der Übung (Blatt 7, Aufgabe 3) bewiesen. Dazu wenden wir im
wesentlichen die Definition der direkten Ableitbarkeit an und weisen die Aussagen durch In-
duktion über die Länge der Ableitung nach. �

1.2 Ableitungsbäume

Eine weitere Konsequenz der Einschränkung auf kontextfreie Grammatiken ist, daß sich jede
Ableitung als Baum darstellen läßt. Diese Darstellung ist in vielen Fällen zweckmäßiger als die
Ableitung selbst; denn der Baum liefert die syntaktische Struktur des Wortes. Dieser Baum wird
AbleitungsbaumoderSyntaxbaumgenannt.
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B0 =
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B2 = a B3 = b

Abbildung 3.1. Ein BaumB0 mit seinen TeilbäumenB1, B2 undB3.

Beispiel 3.1
Wir betrachten nochmals die Grammatik, die wir bereits aus dem Beispiel1.1auf Seite9 ken-
nen. Wir geben den Ableitungsbaum für das Worta + (b ∗ a) an:

A → A + A

A → A ∗ A

A → ( A )

A → a

A → b

A
��

�
QQQQQQQQQ

A + A

III
III

I

uuu
uuu

u

a ( A
77

7
��

�
)

A ∗ A

b a

An der Wurzel1 des Ableitungsbaumes steht das Axiom. Jede Verzweigung an einem Knoten
des Baumes entspricht einer Produktion der Grammatik. Die Blätter des Baumes sind die Zei-
chen des Terminalalphabetes. Formal definieren wir die Ableitungsbäume induktiv von unten
nach oben. Da wir die Bäume von unten nach oben (d.h. von den Blättern zur Wurzel) aufbauen,
müssen wir in der induktiven Definition auch Bäume betrachten, die bei einer beliebigen Va-
riable beginnen (vgl. Abb.3.1). Um die Definition zu vereinfachen, betrachten wir sogarε und
alle Zeichena aus dem Terminalalphabet als Bäume mit genau einem Knoten. Wir definieren
also etwas allgemeinerx-Bäume, deren Wurzel ein Symbolx ist, wobeix ∈ V ∪ Σ ∪ {ε}. In
der induktiven Definition der Bäume, ordnen wir jedem Baum außerdem ein Wort zu, das wir
denRanddes Baumes nennen und dem dem abgeleiteten Wort entspricht.

Achtung: Hier weichen wir kurzzeitig von unseren Konventionen ab. Der Bezeichnerx steht hier nicht
für ein Wort, sondern für ein Zeichen ausV oderΣ oder für das leere Wortε.

Definition 3.3 (Ableitungsbaum,x-Baum, Rand)
SeiG = (V, Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Fürx ∈ V ∪Σ∪{ε} definieren wir induktiv
die Menge derx-Bäumeund ihrenRandwie folgt:

1. Für x ∈ Σ ∪ {ε} ist x einx-Baum und es giltRand(x) = x.

1 In der Informatik ist die Wurzel im Gegensatz zur Biologie oben. Die Bäume wachsen nach unten – und
demzufolge wachsen die Bäume in der Informatik nicht in den Himmel.
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2. WennA → x1 . . . xn ∈ P eine Produktion mitn ≥ 1 ist mit xi ∈ V ∪ Σ für jedes
i ∈ {1, . . . , n}, und fallsBi für jedesi ∈ {1, . . . , n} einxi-Baum mit Rand(xi) = wi ist,
dann ist

B =
A

��
� ??

?

B1
. . . Bn

einA-Baum mitRand(B) = w1 . . . wn.

Achtung: Auf den Kindern eines Knotens ist eine Ordnung definiert; Ableitungsbäume sind also
geordnete Bäume.

3. Für eine ProduktionA→ ε ∈ P ist

B =
A

ε

einA-Baum mitRand(B) = ε.

JederS-BaumB heißtAbleitungsbaumvonG für das Wort Rand(B).

Offensichtlich gibt es einen engen Zusammenhang zwischen den Ableitungsbäumen und den
Ableitungen einer Grammatik:

Satz 3.4 (Ableitungsbäume und Ableitungen)
SeiG = (V, Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik undw ∈ Σ∗. Dann giltS ⇒∗

G w genau dann,
wenn ein AbleitungsbaumB mit Rand(B) = w existiert.

Beweis:
„⇒“: Zunächst zeigen wir, dass zu jeder Ableitung einer kontextfreien GrammatikG ein ent-
sprechender AbleitungsbaumB existiert. Wir zeigen etwas allgemeiner, daß es für jedesx ∈
V ∪ Σ ∪ {ε} und jede Ableitungx⇒∗

G w einenx-Baum mitRand(B) = w gibt.
Wir konstruieren diesen BaumB induktiv über die Länge der Ableitungx⇒i

G w:

i = 0: Aus x ⇒0
G w folgt x = w; insbesondere gilt dann wegenw ∈ Σ∗ auchx ∈

Σ ∪ {ε}. Gemäß Definition3.3.1 istx einx-Baum mitRand(x) = x = w.

i→ i + 1: Gelte alsox ⇒i+1
G w. Gemäß Definition1.2 gibt es eine ProduktionA →

x1 . . . xn ∈ P mit A = x, xl ∈ V ∪ Σ undx1 . . . xn ⇒i
G w.

Wir unterscheiden nun zwei Fälle:
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n ≥ 1: Gemäß Lemma3.2.3 gibt es dann Wörterw1, . . . , wn und Zahlen
i1, . . . , in ∈ N mit xl ⇒il

G wl, il ≤ i undw = w1 . . . wn.
Gemäß der Induktionsvoraussetzung gibt es dann für jedesl ∈ {1, . . . , n}
einenxl-BaumBl mit Rand(Bl) = wl. Gemäß Definition3.3.2 ist dann

B =
A

��
� ??

?

B1
. . . Bn

einA-Baum mitRand(B) = w1 . . . wn = w.

n = 0: In diesem Fall giltw = ε und die Produktion istA → ε. Gemäß
Definition3.3.3 ist dann

B =
A

ε

einA-Baum mitRand(B) = ε.

„⇐“: Nun zeigen wir, daß zu jedem AbleitungsbaumB einer kontextfreien GrammatikG eine
entsprechende Ableitung existiert. Wir konstruieren dazu induktiv über den Aufbau einesx-
BaumesB eine Ableitungx⇒∗

G w mit Rand(B) = w.

1. Sei B = x ∈ Σ ∪ {ε} ein x-Baum mit Rand(B) = x. Wegen der Reflexivität der
Ableitbarkeit gilt offensichtlichx⇒∗

G x.

2. Für eine ProduktionA→ x1 . . . xn mit n ≥ 1 undxl-BäumeBl mit Rand(Bl) = wl sei

B =
A

��
� ??

?

B1
. . . Bn

ein A-Baum mitRand(B) = w1 . . . wn = w. Gemäß Induktionsvoraussetzung gibt es
für jedesl ∈ {1, . . . n} eine Ableitungxl ⇒∗

G wl. Mit Lemma3.2.2 gilt somitA ⇒G

x1 . . . xn ⇒∗
G w1 . . . wn. Damit gilt A⇒∗

G w.

3. Für eine ProduktionA→ ε ∈ P sei

B =
A

ε
ein A-Baum mitRand(B) = ε. Gemäß Definition1.2 gibt es dann eine

AbleitungA⇒G ε; also gilt insbesondereA⇒∗
G ε.

�

1.3 Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit

Im allgemeinen gibt es für ein Wort der erzeugten Sprache einer kontextfreien Sprache viele
verschiedene Ableitungen, da die Ableitungsschritte an verschiedenen Stellen einer Satzform
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unabhängig voneinander sind (vgl. Lemma3.2) und deshalb in beliebiger Reihenfolge ange-
wendet werden können.
Ableitungsbäume haben nun den Vorteil, daß sie die Reihenfolge von Ableitungsschritte an
verschiedenen Stellen nicht festlegen. Es besteht also eine gewisse Chance, daß der Ableitungs-
baum für ein Wort der erzeugten Sprache (bis auf Isomorphie) eindeutig ist.

Frage: Gibt es für jedes erzeugte Wort einer Grammatik einen eindeutigen Ableitungsbaum?
Die Antwort ist Nein! In Beispiel3.2diskutieren wir eine mehrdeutige (nicht eindeutige) Gram-
matik. Tatsächlich ist es sehr einfach (vgl. Übung 7) mehrdeutige Grammatiken zu konstruieren.
Das folgende Beispiel zeigt aber noch mehr: Mehrdeutigkeit ist in den meisten Fällen uner-
wünscht (z.B. bei der Syntaxanalyse bzw. im Compilerbau).

Beispiel 3.2 (Mehrdeutige Grammatik)
Wir betrachten eine Grammatik (bzw. einen Ausschnitt daraus), die die Syntax von „kurzen“
und „langen“ bedingten Anweisungen beschreibt, wobei wir die Regeln für elementare Anwei-
sungen oder weitere Kontrollkonstrukte weglassen:

<statement> → if <expression>then <statement>
<statement> → if <expression>then <statement>else<statement>
<statement> → ...
<expression> → ...

Nun betrachten wir das Programm (das Wort)

if x = y then if x < 0 then y:= 0 elsez:= 0

Für dieses Programm gibt es zwei verschiedene Ableitungsbäume:

<statement>

kkkkkkkkkkkkkkkkkk

rrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLL

if <expression> then <statement>

ssssssssssss

EE
EE

EE
EE

E

RRRRRRRRRRRRRR

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

x = y if <expression> then <statement> else <statement>

x < 0 y:= 0 z:= 0

<statement>

kkkkkkkkkkkkkkkkkk

rrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLL

TTTTTTTTTTTTTTTTTT

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

if <expression> then <statement>

ssssssssssss

EE
EE

EE
EE

E

RRRRRRRRRRRRRR else <statement>

x = y if <expression> then <statement> z:= 0

x < 0 y:= 0
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Im ersten Fall gehört derelse-Teil zur innerenif -Anweisung; im zweiten Fall gehört derelse-
Teil zur äußerenif -Anweisung. In konkreten Programmiersprachen dürfen solche Mehrdeu-
tigkeiten nicht vorkommen, da die verschiedenen Ableitungsbäume verschiedene Bedeutung
haben und somit zu einer verschiedenen Übersetzung des Programmes führen.

Man kann natürlich die Mehrdeutigkeit auflösen, indem man bei mehreren möglichen Ableitungsbäu-
men einen bestimmten auszeichnet. Dies ist aber unschön. Besser ist es, die Eindeutigkeit über die
Grammatik zu gewährleisten.

In den allermeisten Fällen wünscht man sich, dass eine Grammatikeindeutigist, d.h. daß es für
jedes von der Grammatik erzeugte Wort einen eindeutigen Ableitungsbaum gibt:

Definition 3.5 (Mehrdeutigkeit) Eine kontextfreie Grammatik heißtmehrdeutig, wenn es für
mindestens ein Wort der erzeugten Sprache zwei verschiedene Ableitungsbäume gibt; anderen-
falls heißt die Grammatikeindeutig. Eine kontextfreie Sprache heißtinhärent mehrdeutig, wenn
jede kontextfreie Grammatik, die diese Sprache erzeugt, mehrdeutig ist (d.h. wenn es gibt keine
eindeutige Grammatik gibt, die die Sprache erzeugt).

Beispiel 3.3
1. Beispiele für mehrdeutige Grammatiken:

- Beispiel3.2.

- S → ε S → aS S → aaS

- Es ist einfach, für eine kontextfreie Grammatik eine äquivalente mehrdeutige Gram-
matik anzugeben.

Es gibt nur wenige kontextfreie Grammatiken, für die das nicht geht. Können Sie diese
Grammatiken charakterisieren?

2. Ein Beispiel für eine inhärent mehrdeutige kontextfreie Sprache: Wir definieren zunächst
L1 = {anbnck |n, k ∈ N} und L2 = {akbncn |n, k ∈ N}. Dann ist die SpracheL =
L1 ∪ L2 inhärent mehrdeutig.

Der Beweis, daßL inhärent mehrdeutig ist, ist relativ aufwendig. Deshalb geben wir hier
nur eine Plausibilitätserklärung:

- Für Wörter ausL1 gibt es einen Ableitungsbaum ausG1.

- Für Wörter ausL2 gibt es einen Ableitungsbaum ausG2.

- Es gibt aber auch Wörterw ∈ L1 ∩ L2, für die es nun zwei Ableitungsbäume gibt,
einen inG1 und einen inG2.

Achtung: Diese Plausibilitätserklärung sollte nicht mit einem Beweis verwechselt werden. Das
ist sie nicht. Das sieht man schon daran, daß nicht jede Vereinigung zweier kontextfreier Spra-
chen inhärent mehrdeutig ist.

Mit Definition 3.5haben wir die Mehrdeutigkeit präzise definiert. Die Frage ist nun, ob wir einer
Grammatik „ansehen“ können, ob sie mehrdeutig ist – und ggf. in eine äquivalente eindeutige
Grammatik überführen können. Leider ist dies nicht möglich:
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- Für eine kontextfreie Grammatik ist nicht entscheidbar, ob sie mehrdeutig ist oder nicht!

Das können wir hier noch nicht beweisen.

- Selbst wenn wir wissen, daß eine Grammatik mehrdeutig ist, können wir dazu nicht im-
mer eine äquivalente eindeutige Grammatik angeben! Im Beispiel3.3.2 haben wir eine
inhärent mehrdeutige kontextfreie Sprache angegeben; für die kann per Definition keine
eindeutige kontextfreie Grammatik existieren.

Ganz so dramatisch sind die negativen Resultate in der Praxis jedoch nicht:

- Für die meisten praktisch relevanten Sprachen gibt es eine eindeutige kontextfreie Gram-
matik. Dies trifft insbesondere auf die bedingten Anweisungen aus Beispiel3.2zu. Aller-
dings sind diese eindeutigen Grammatiken meist deutlich komplizierter.

Sie können sich ja mal die LALR(1)-Grammatik der Java-Syntax in „The Java Language Speci-
fication“ (Chapter 19) ansehen.

- Für die Syntaxanalyse schränkt man aus Effizienzgründen die Grammatiken ohnehin noch
viel stärker ein; diese stärkeren Bedingungen sind entscheidbar und implizieren die Ein-
deutigkeit der Grammatik (siehe Abschnitt5).

Die Eindeutigkeit bzw. die Mehrdeutigkeit einer Grammatik wurde über die Ableitungsbäume
definiert. Eingangs hatten wir bereits festgestellt, daß eine Definition direkt über die Ableitun-
gen weniger sinnvoll ist, da es für einen Ableitungsbaum wegen der Vertauschbarkeit unabhän-
giger Ableitungsschritte im allgemeinen mehrere verschiedene korrespondierende Ableitungen
gibt. Ein Beispiel dafür ist in Abb.3.2angegeben. Wenn jedoch die unabhängigen Ableitungs-

A
��

� 99
9

A + A

a b

A→ A + A→ a+ A→ a+ b

A→ A + A→ A + b→ a+ b

Abbildung 3.2. Ein Ableitungsbaum mit zwei verschiedenen korrespondierenden Ableitungen

schritte in einer Ableitung immer in einer festgelegten Reihenfolge angewendet werden, gibt
es immer eine ausgezeichnete Ableitung. Dann läßt sich die Mehrdeutigkeit über diese kanoni-
schen Ableitungen definieren.
Im wesentlichen gibt es zwei Möglichkeiten, diese kanonischen Ableitungen zu definieren. Ent-
weder wird in jedem Ableitungsschritt eine Regel auf die am weitesten links stehende Variable
angewendet (dann sprechen wir von einerLinksableitung), oder es wird in jedem Ableitungs-
schritt eine Regel auf die am weitesten rechts stehende Variable angewendet (dann sprechen wir
von einerRechtsableitung).
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Redaktioneller Hinweis: Die folgende Defintion und der folgende Satz haben noch keine Nummer, damit
die Numerierung zum handschriftlichen Skript paßt; in einer zukünfigen Version, werden auch diese
Definition und dieser Satz eine Nummer erhalten.
Irgendwann könnte man bereits hier auch die Links- bzw. Rechtssatzformen definieren.

Definition (Links- und Rechtsableitung)
SeiG = (V, Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik undα, β ∈ (V ∪ Σ)∗.
Wir sagenβ ist ausα direkt linksableitbar, wenn eine ProduktionA → β′ ∈ P , ein w ∈ Σ∗

und einγ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ mit α = wAγ′ undβ = wβ′γ′ existieren. Wir schreiben dannα
L⇒G β.

Wir sagenβ ist ausα direkt rechtsableitbar, wenn eine ProduktionA → β′ ∈ P , einw′ ∈ Σ∗

und einγ ∈ (V ∪ Σ)∗ mit α = γAw′ undβ = γβ′w′ existieren. Wir schreiben dannα
R⇒G β.

Der Unterschied zur allgemeimenen Ableitbarkeit besteht darin, daß der linke Kontextw bzw. der rechte
Kontextw′ hier ein Wort des Terminalalphabets sein muß.

Satz
Eine Grammatik ist genau dann mehrdeutig, wenn es ein Wort der erzeugten Sprache mit zwei
verschiedenen Linksableitungen gibt.

Der Satz gilt natürlich ganz analog für Rechtsableitungen.

Beweis:Der Beweis baut auf den Beweisen von Satz3.4und Lemma3.2auf. Man muß zusätz-
lich zeigen, daß man aus zwei verschiedene Linksableitungen auch zwei verschiedenen Bäume
konstruieren kann, und aus zwei verschiedenen Bäumen zwei verschiedene Linksableitungen.
�

1.4 Normalformen

In diesem Abschnitt betrachten wir Spezialfälle kontextfreier Grammatiken:Normalformen.
Wir werden sehen, daß es für jede kontextfreie Grammatik eine kontextfreie Grammatik in
einer bestimmten Normalform gibt, bzw. daß man jede kontextfreie Grammatik effektiv in eine
äquivalenteGrammatik in dieser Normalform überführen kann. Zunächst definieren wir daher
dieÄquivalenzvon Grammatiken.

Definition 3.6 (Äquivalenz von Grammatiken) Zwei GrammatikenG1 und G2 heißenäqui-
valent, wenn sie dieselbe Sprache erzeugen (d.h. wenn giltL(G1) = L(G2)).

Achtung: In der Definition der Normalform verlangt man üblicherweise, daß es eine eindeutige Nor-
malform für jedes betrachtete Objekt (in unserem Falle also für jede kontextfreie Grammatik) gibt. Dies
ist bei unseren Normalformen nicht der Fall. Der Begriff Normalform hat sich hier aber fest etabliert;
deshalb bleiben wir bei dem Begriff Normalform, auch wenn er etwas irreführend ist.

1.4.1 Vereinfachungen

Zunächst zeigen wir, daß man jede Grammatik auf eine bestimmte Weise vereinfachen kann:
Wir eliminierennutzloseVariablen, und Produktionen der FormA → ε (ε-Produktionen) und
Produktionen der FormA→ B (Kettenproduktionen).
Wir nennen eine Variablenützlich, wenn sie in wenigstens einer Ableitung eines Wortes vor-
kommt. Die Nützlichkeit zerfällt dabei in zwei Teilaspekte. DieProduktivitätbesagt, daß aus
der Variablen wenigstens ein Wort abgeleitet werden kann; dieErreichbarkeitbesagt, daß die
Variable in einer (aus dem Axiom ableitbaren) Satzform auch vorkommt. Formal definieren wir:



64 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN

Definition 3.7 (Nützliche, produktive und erreichbare Variablen)
SeiG = (V, Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik: Eine VariableA ∈ V heißt

1. nützlich, wenn ein Wortw ∈ Σ∗ und Kontexteγ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ mit S ⇒∗
G γAγ′ ⇒∗

G w
existieren. Andernfalls heißtA nutzlos. A heißt

2. produktiv, wenn ein Wortw ∈ Σ∗ mit A⇒∗
G w existiert;A heißt

3. erreichbar, wenn Kontexteγ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ mit S ⇒∗
G γAγ′ existieren.

Beobachtungen:

1. WennA nützlich ist, dann istA auch produktiv und erreichbar.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Nützlichkeit, der Erreichbarkeit und der Produkti-
vität einer Variablen (unter Ausnutzung von Lemma3.2.3).

2. WennA produktiv und erreichbar ist, heißt das jedoch nicht unbedingt, daßA auch nütz-
lich ist. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel (bzw. Gegenbeispiel):

Beispiel 3.4
Beispiel einer Grammatik mit einer produktiven und nützlichen Variablen, die nicht nützlich ist:

S → AX  A ist erreichbar
A → a  A ist produktiv

Die VariableA ist nicht nützlich, da kein Satz ableitbar ist (daX nicht produktiv ist). Die
einzige Ableitung dieser Grammatik istS ⇒ AX ⇒ aX, wobeiaX kein Satz ist.

Allerdings gilt die Aussage, wenn wir sie für alle Variablen einer Grammatik formulieren:

Lemma 3.8 Wenn alle Variablen einer Grammatik produktiv und erreichbar sind, dann sind
alle Variablen auch nützlich.

Beweis:Wir nehmen an, daß alle Variablen der Grammatik produktiv und erreichbar sind. Wir
müssen nun für jede VariableA ∈ V zeigen, daß sie auch nützlich ist:
Gemäß Annahme istA erreichbar, d.h.S ⇒∗

G γAγ′. Gemäß Annahme sind alle Variablen, also
insbesondere die inγ undγ′ undA selbst, produktiv; also existiert einw ∈ Σ∗ mit γAγ′ ⇒∗

G w
(mit Lemma3.2.2). Die VariableA kommt also in einer Ableitung des Wortesw vor und ist
somit nützlich. �

Beobachtungen:

1. Die Menge der produktiven Variablen ausV können wir iterativ wie folgt bestimmen:

V0 = {A ∈ V |A→ w ∈ P, w ∈ Σ∗}
Vi+1 = {A ∈ V |A→ α ∈ P, α ∈ (Σ ∪ Vi)

∗}
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Offensichtlich giltV0 ⊆ V1 ⊆ V3 . . . . DaVi ⊆ V für jedesi ∈ N endlich ist, gibt es ein
i ∈ N mit Vi = Vi+1 = Vi+2 = . . . . Diese Menge bezeichnen wir mitV G

prod; sie ist effektiv
bestimmbar und entspricht genau der Menge der produktiven Variablen der Grammatik.

Daß V G
prod genau die Menge der nützlichen Variablen ist, werden wir in der Übung (Blatt 8,

Aufgabe 1.b) noch etwas ausführlicher beweisen.

2. Die Menge der erreichbaren Variablen einer Grammatik können wir iterativ wie folgt
bestimmen:

V0 = {S}
Vi+1 = Vi ∪ {A ∈ V |B → αAβ ∈ P, B ∈ Vi}

Wieder gibt es eini ∈ N mit Vi = Vi+1 = Vi+2 = . . . . Diese Menge bezeichnen wir
mit V G

err; sie ist effektiv bestimmbar und entspricht genau der Menge der erreichbaren
Variablen der Grammatik.

Satz 3.9 (Entfernung nutzloser Variablen) Für jede kontextfreie GrammatikG mit L(G) 6=
∅ gibt es effektiv eine äquivalente GrammatikG′ ohne nutzlose Variablen.

Beweis:SeiG eine kontextfreie Grammatik mitG = (V, Σ, P, S). Wir konstruieren nun in zwei
Schritten ausG eine äquivalente GrammatikG′′ ohne nutzlose Variablen:

Schritt 1: Entferne alle nicht-produktiven Variablen (nebst den Produktionen, in denen sie
vorkommen):G′ = (V G

prod, Σ, P ′, S) mit S ∈ V G
prod (dennL(G) 6= ∅!) und mit P ′ =

P ∩ (V G
prod × (V G

prod ∪ Σ)∗).

Das Entfernen von nicht-produktiven Variablen und den zugehörigen Produktionen ver-
ändert die erzeugte Sprache nicht. Also giltL(G′) = L(G).

Schritt 2: Entferne nun alle nicht-erreichbaren Variablen ausG′ (nebst den Produktionen, in
denen sie vorkommen):G′′ = (V G′

err, Σ, P ′′, S) mit S ∈ V G′
err (per Definition vonV G′

err) und
mit P ′′ = P ′ ∩ (V G′

err × (V G′
err ∪ Σ)∗).

Das Entfernen von nicht-erreichbaren Variablen und den zugehörigen Produktionen ver-
ändert die erzeugte Sprache nicht. Also giltL(G′′) = L(G′) = L(G).

Jetzt ist jede Variable vonG′′ erreichbar (per Konstruktion vonG′′) und produktiv (erfordert
etwas Überlegung). Nach Lemma3.8ist jede Variable vonG′′ nützlich; außerdem giltL(G′′) =
L(G). �

Bemerkungen:

1. Das Vertauschen der Schritte 1 und 2 im Beweis von Satz3.9 führt nicht (immer) zum
gewünschten Ergebnis:

S → XY
S → b
Y → a

2. Schritt //

1. Schritt

))TTTTTTTTTTTTTTTTT

S → XY
S → b
Y → a

1. Schritt // S → b
Y → a

S → b
Y → a

2. Schritt // S → b
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Wenn Schritt 2 vor Schritt 1 ausgeführt wird, kann es nicht-erreichbare Variablen in der
konstruierten Grammatik geben (im Beispiel ist dies die VariableY ).

2. Die VoraussetzungL(G) = ∅ ist notwendig, denn fürL(G) = ∅ muß die Grammatik
eine unproduktive Variable besitzen: Das AxiomS.

Diese Beobachtung liefert uns ein Entscheidungsverfahren für das Leerheitsproblem für kontext-
freie Sprachen:L(G) = ∅ gdw.S 6∈ V G

prod.

Als nächstes beschäftigen wir uns mitε-Produktionen und ihrer Elimination. Dazu definieren
wir für eine Grammatik die Menge der Variablen, aus denen sich das leere Wort ableiten läßt.
Wir nennen diese Variablennullierbar.

Definition 3.10 (Nullierbare Variable)
Eine VariableA einer GrammatikG heißtnullierbar, wenn giltA⇒∗

G ε.

Wenn eine Variable nullierbar ist, dann ist sie insbesondere produktiv (ε ist auch ein Wort überΣ).

Beobachtungen: Die Menge der nullierbaren Variablen einer GrammatikG = (V, Σ, P, S)
können wir wie folgt iterativ bestimmen:

V0 = {A ∈ V |A→ ε ∈ P}

Vi+1 = {A ∈ V |A→ w ∈ P, w ∈ V ∗
i }

Wieder existiert eini ∈ N mit Vi = Vi+1. Diese Menge nennen wirV G
null. Diese Menge ist also

effektiv bestimmbar und ist genau die Menge der nullierbaren Variablen vonG .

Satz 3.11 (Entfernung vonε-Produktionen)

1. Für jede kontextfreie SpracheL ist auch die SpracheL \ {ε} kontextfrei.

2. Für jede kontextfreie GrammatikG mit L(G) 6= ∅ undε 6∈ L(G) gibt es eine äquivalente
GrammatikG′, ohne nutzlose Variablen und ohneε-Produktionen.

Beweis:Für eine kontextfreie GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit L(G) \ {ε} 6= ∅ konstruieren
wir im folgenden eine GrammatikG′ ohne nutzlose Variablen und ohneε-Produktionen mit
L(G′) = L(G) \ {ε}. Daraus folgt dann Aussage 1 und 2 des Satzes.

Zum Beweis von Aussage 1 müssen wir auch den FallL \ {ε} = ∅ (d.h. L = ∅ oder L = {ε})
untersuchen. Die SprachenL = ∅ undL = {ε} sind aber offensichtlich kontextfrei.

Wir fügen nun iterativ neue Produktionen zuG hinzu:

- Wenn A → A1 . . . An eine Produktion ist und für eini ∈ {1, . . . n} die VariableAi

nullierbar ist, dann fügen wir die ProduktionA→ A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An hinzu.

Die neue Produktion simuliert eine AbleitungAi ⇒∗
G ε ausgehend von der SatzformA1 . . . An

bereits bei der Anwendung der Produktion selbst (siehe Abb.3.3).
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Redaktioneller Hinweis: Dies Graphik stimmt noch nicht ganz.

Abbildung 3.3. Simulation der AbleitungAi ⇒∗
G ε.

Offensichtlich verändert das Hinzufügen der Produktionen die von der Grammatik erzeugte
Sprache nicht. Da die rechte Seite der hinzugefügten Produktion kürzer als die rechte Seite der
Ausgangsproduktion ist, kann irgendwann keine neue Produktion mehr hinzugefügt werden.
Die Grammatik, die wir dann erhalten, nennen wirG1; sie ist äquivalent zur GrammatikG.
Außerdem ist nun eine VariableA genau dann nullierbar, wennA→ ε eine Produktion vonG1

ist.
Nun löschen wir ausG1 alle ε-Produktionen; diese Grammatik nennen wirG2. In allen Ablei-
tungsschritten außer dem ersten, können wir die Anwendung einerε-Produktion vonG1 durch
Anwendung einer der hinzugefügten Produktionen in einem früheren Ableitungsschritt simu-
lieren. Nur die Anwendung einerε-Produktion im ersten Ableitungsschritt können wir nicht
simulieren. Also giltL(G2) = L(G1) \ {ε} = L(G) \ {ε}.
WegenL(G2) = L(G) \ {ε} 6= ∅ können wir mit Satz3.9 alle nutzlosen Symbole ausG2

entfernen und erhalten eine kontextfreie GrammatikG′ ohne nutzlose Variablen und ohneε-
Produktionen mitL(G′) = L(G) \ {ε}. �

Zuletzt zeigen wir, daß man in einer Grammatik keine Kettenproduktionen benötigt:

Satz 3.12 (Entfernung von Kettenproduktionen) Für jede nicht-leere kontextfreie Sprache,
die ε nicht enthält, gibt es effektiv eine kontextfreie Grammatik ohne nutzlose Variablen, ohne
ε-Produktionen und ohne Kettenproduktionen (d.h. ohne Produktionen der FormA→ B).

Beweis:Gemäß Satz3.11existiert effektiv eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) ohneε-Produktionen.
Wir definieren nun:

P ′ = P ∪ {A→ α |A⇒∗
G B ⇒G α mit |α| ≥ 2 oderα ∈ Σ∗}

In P ′ fügen wir für jede Sequenz von KettenproduktionenA ⇒∗
G B gefolgt von einer „Nicht-

Kettenproduktion“B → α eine entsprechende abkürzende ProduktionA → α hinzu. Diese hinzu-
gefügten Produktionen sind alle keine Kettenproduktionen.
Die Menge der hinzugefügten Produktionen ist endlich und effektiv bestimmbar. Außerdem enthältP ′

keineε-Produktionen.

Offensichtlich giltL(G′) = L(G), da die neu hinzugefügten Produktionen nur „Abkürzungen“
sind. Nun löschen wir ausG′ die Kettenproduktionen, d.h. wir definierenG′′ = (V, Σ, P ′ \
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(V × V ), S). Die GrammatikG′′ enthält wederε-Produktionen noch Kettenproduktionen. Au-
ßerdem ist die GrammatikG′′ äquivalent zuG, da in jeder Ableitung vonG jede Sequenz von
Kettenproduktionen durch eine der hinzugefügten Produktionen simuliert werden kann.
Wie im Beweis von Satz3.9 können wir nun noch die nutzlosen Variablen eliminieren, ohne
dabeiε-Produktionen oder Kettenproduktionen zu erzeugen. Dies ist die gesuchte Grammatik.
�

1.4.2 Die Chomsky-Normalform

Bisher haben wir nur gezeigt, daß für jede kontextfreie Sprache eine äquivalente kontextfreie
Grammatik ohne „Müll“ existiert. Die Form der Produktionen haben wir dabei jedoch nicht (si-
gnifikant) eingeschränkt. Nun schränken wir die Form der Produktionen noch stärker ein. In der
Chomsky-Normalform (CNF)schränken wir die Produktionen so ein, daß die Ableitungsbäume
im wesentlichen Binärbäume werden.

Satz 3.13 (Chomsky-Normalform (CNF)) Jedeε-freie, nicht-leere kontextfreie Sprache wird
von einer kontextfreien Grammatik erzeugt, deren Produktionen die FormA→ BC oderA→
a haben (und die keine nutzlosen Variablen enthält).

Was die nutzlosen Variablen betrifft, gibt es in der Literatur verschiedene Definitionen. Manchmal wird
verlangt, daß in einer Grammatik in CNF keine nutzlosen Variablen vorkommen, manchmal nicht;
deshalb haben wir diese Bedingung in Klammern gesetzt.

Beweis:Wir skizzieren hier nur die wesentliche Idee:
Gemäß Satz3.12gibt es für die Sprache eine kontextfreie GrammatikG = (V, Σ, P, S) ohne
nutzlose Variablen, ohneε-Produktionen und ohne Kettenproduktionen. Aus dieser Grammatik
konstruieren wir nun in zwei Schritten eine äquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform:

1. Schritt: Für jedes Terminalzeichena ∈ Σ fügen wir eine neue VariableBa und eine neue
ProduktionBa → a hinzu.

Außerdem ersetzen wir in jeder ProduktionA → α mit |α| ≥ 2 jedes Zeichena ∈ Σ in
α durch die neue VariableBa.

Die so entstandene Grammatik nennen wirG′ = (V ′, Σ, P ′, S). Jede Produktion dieser
Grammatik hat nun die FormA → a oderA → A1 . . . An mit n ≥ 2 und Ai ∈ V ′.
Offensichtlich giltL(G′) = L(G).

2. Schritt: Nun ersetzen wir inG′ jede Produktion der FormA → A1 . . . An mit n > 2 durch
die folgendenn− 1 Produktionen:

A → A1C1

C1 → A2C2

C2 → A3C3

...
Cn−2 → An−1An

wobeiC1, . . . , Cn−2 neue Variablen sind.

�
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Bemerkungen:

- Ableitungsbäume einer Grammatik in Chomsky-Normalform sind im wesentlichen voll-
ständige Binärbäume. Bis auf die vorletzten Knoten, also die, die ein Terminalzeichen
erzeugen, haben alle inneren Konten genau zwei Kinder. Dies sieht man leicht am folgen-
den Beispiel:

S → AB
A→ AA
A→ a
B → b

S
~~~

~

A
~~

~
B

A A

a a b

- Jede Ableitung eines Wortw der Längen besitzt für eine kontextfreie Grammatik in CNF
genau2n−1 Ableitungsschritte (wir sagen, daß die Ableitung dieLänge2n−1 hat). Die
Zahl der Ableitungsschritte setzt sich wie folgt zusammen:

· n − 1 Ableitungsschritte mit Regeln der FormA → BC. Bei jeder Anwendung
dieser Regeln wird die Satzform um ein Zeichen länger. Da wir mit dem Startsymbol
S (also einer Satzform der Länge 1) beginnen, müssen wirn − 1 Regeln der Form
A→ BC anwenden, um eine Satzform der Längen zu erzeugen.

· n Ableitungsschritte mit Regeln der FormA → a, um jede Variable in ein Termi-
nalzeichen umzuwandeln.

Betrachten wir die Ableitung des Wortesw = aaab mit der Grammatik aus dem obigen
Beispiel:

S ⇒ AB ⇒ AAB ⇒ AAAB ⇒ 3 Schritte
aAAB ⇒ aaAB ⇒ aaaB ⇒ aaab 4 Schritte

Diese Erkenntnis liefert uns ein Entscheidungsverfahren für die Fragew ∈ L(G). Denn für das
Wortw müssen wir „nur“ die endlich vielen Ableitungen der Länge2n− 1 durchprobieren und
überprüfen, ob sie eine Ableitung fürw sind. Dieses Verfahren ist effektiv; die Effizienz dieses
Verfahrens ist allerdings grausam! Wir werden später ein viel effizienteres Verfahren kennenler-
nen.

1.4.3 Die Greibach-Normalform

An der Chomsky-Normalform gefällt uns, dass die zugehörigen Ableitungsbäume im wesent-
lichen Binärbäume sind. Außerdem bleibt bei der Umwandlung einer beliebigen Grammatik in
eine äquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform die Struktur des Ableitungsbaumes der
ursprünglichen Grammatik erhalten.
Ein Problem der Chomsky-Normalform ist jedoch, daß in einer Ableitung zunächst keine Ter-
minalzeichen erzeugt werden. Die Konstruktion einer Ableitung für ein Wort wird deshalb nicht
vom abzuleitenden Wort getrieben. Zu diesem Zweck sind Regeln der FormA→ aα mit a ∈ Σ
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undα ∈ V ∗ besser geeignet, da man sich bei der Wahl der nächste Regel am nächsten Zeichena
des Wortes orientieren kann. Dabei wird in jedem Ableitungsschritt genau ein Terminalzeichen
erzeugt. Für eine Grammatik mit Produktionen der obigen Form sagen wir, die Grammatik sei
in Greibach-Normalform.

Trotz dieser praktisch klingenden Motivation ist die Greibach-Normalform nicht von großem prakti-
schen Nutzen. Sie erleichtert uns jedoch die Herstellung des Zusammenhangs zwischen kontextfreien
Sprachen und Kellerautomaten.

Vorbereitende Überlegungen Für den Beweis der Existenz der Greibach-Normalform benö-
tigen wir einige weitere äquivalente Umformungen von Grammatiken.

Beispiel 3.5
Die erste Produktion der Grammatik auf der linken Seite ist nicht in Greibach-Normalform.
Offensichtlich wird aber dasB der rechten Seite dieser Produktion entweder durchb oderbA
ersetzt; wir können also die ProduktionA → BC durch zwei ProduktionenA → bC und
A→ bAC ersetzen, wie dies in der rechten Grammatik dargestellt ist.

A→ BC
B → b | bA
C → c | cB

 
A→ bC | aAC
B → b | aA
C → c | cB

Durch diese Transformation werden zwei Ableitungsschritte der linken GrammatikA⇒ BC ⇒
bC bzw.A⇒ BC ⇒ bAC zu einem AbleitungsschrittA⇒ bC bzw.A⇒ bAC zusammenge-
faßt.

Diese Zusammenfassung von Ableitungsschritten durch Substitution einer Variablen durch alle
ihre rechten Seiten können wir noch etwas allgemeiner wie folgt formulieren:

Lemma 3.14 (Substitution auf der rechten Seite einer Produktion)SeiG = (V, Σ, P, S) ei-
ne kontextfreie Grammatik,A → αBβ eine Produktion vonG mit α, β ∈ (V ∪ Σ)∗ und
B ∈ V . SeiRB = {γ ∈ (V ∪ Σ)∗ | B → γ ∈ P} die Menge aller rechten Seiten vonB
und P ′ = (P \ {A → αBβ}) ∪ {A → αγβ | γ ∈ RB} und G′ = (V, Σ, P ′, S). Dann gilt
L(G′) = L(G).

Beweis:Wir beweisen die Gleichheit, indem wir die Inklusion in beide Richtungen zeigen:

„⊆“: Wir zeigen, daß mitw ∈ L(G′) auchw ∈ L(G) gilt. Da G alle Produktionen ausG′ bis
auf die ProduktionenA → αγβ mit γ ∈ RB enthält, genügt es zu zeigen, daß wir diese
Produktion inG simulieren können:A⇒G αBβ ⇒G αγβ.

„⊇“: Wir zeigen, daß mitw ∈ L(G) auchw ∈ L(G′) gilt. Dazu betrachten wir einen Ablei-
tungsbaum fürw in G. Wenn in dem Baum die ProduktionA→ αBβ nicht (als Verzwei-
gung) vorkommt, ist der Baum auch ein Ableitungsbaum inG′ (weil G′ alle Produktionen
vonG außerA→ αBβ enthält), und damitw ∈ L(G′).

Wir betrachten nun einen Ausschnitt eines Baumes, in dem die ProduktionA→ αBβ als
Verzweigung vorkommt. Ein solcher Teilausschnitt ist auf der linken Seite von Abb.3.4
dargestellt. Dabei muß fürγ eine ProduktionB → γ existieren. Also istA → αγβ
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Abbildung 3.4. Transformation des Ableitungsbaumes

eine Produktion vonG′; wir können also den Ausschnitt auf der linken Seite durch den
Ausschnitt auf der rechten Seite von Abb.3.4 ersetzen. Wenn wir alle Vorkommen von
A → αBβ in dem Ableitungsbaum inG auf diese Weise ersetzen, erhalten wir einen
Ableitungsbaum fürw in G′. Also gilt w ∈ L(G′).

�
In Beispiel3.5hat die Substitution auf der rechten Seite einer Produktion sofort zu einer Gram-
matik in Greibach-Normalform geführt. Dies ist leider nicht immer der Fall. Insbesondere bei
Grammatiken mitlinksrekursivenProduktionen, d.h. mit Produktionen der FormA → Aα,
führt dies nicht zum Ziel. Wir müssen deshalb linksrekursive Produktionen eliminieren.
Auf der linken Seite von Abb.3.5 ist eine Grammatik mit linksrekursiven Produktionen für
A dargestellt. Darunter ist ein Ableitungsbaum inG schematisch dargestellt. Auf der rechten
Seite ist eine äquivalente Grammatik angegeben, in der die linksrekursiven Produktionen fürA
durchrechtsrekursiveProduktionen für eine neue VariableB simuliert werden. Offensichtlich
erzeugen die Grammatiken dieselben Sprachen. Der Ableitungsbaum wird durch diese Trans-
formation „rotiert“.
Diesen Sachverhalt formalisieren wir nun (dabei entsprichtAα genau der Menge derαi in
Abb. 3.5undAβ der Menge derβi):

Lemma 3.15 (Elimination linksrekursiver Produktionen) Sei G = (V, Σ, P, S) eine kon-
textfreie Grammatik, seiA eine Variable der Grammatik und seien die MengenAα und Aβ

wie folgt definiert:

Aα = {α ∈ (V ∪ Σ)∗ | A→ Aα ∈ P}
Aβ = {β ∈ (V ∪ Σ)∗ | A→ β ∈ P, 6 ∃β′ : β = Aβ′}

Wir definieren nun eine Menge von Produktionen

P ′ = P \ ({A} × (V ∪ Σ)∗)
}

löscht alleA-Produktionen

∪{A→ β | β ∈ Aβ}
∪ {A→ βB | β ∈ Aβ}

}
rotiert A-Produktionen

∪{B → α | α ∈ Aα}
∪ {B → αB | α ∈ Aα}

}
zusätzlicheB-Produktionen
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A→ Aα1 | Aα2 | . . . | Aαn A→ β1 | β2 | . . . | βm

A→ β1 | β2 | . . . | βm A→ β1B | β2B | . . . | βmB

B → α1B | α2B | . . . | αnB
B → α1 | α2 | . . . | αn

A
xxx

xx

A

ttt
ttt

αi0

A

ttt
ttt

αi1

A
zz

zz
αin−1

A αin

βj

 

A
CC

CC

βj B
HHH

HHH

αin B
III

III

αin−1 B
FFFF

αi1 B

αi0

Abbildung 3.5. „Rotation"des Ableitungsbaumes

wobeiB 6∈ (V ∪ Σ)∗ eine neue Variable ist. Für die GrammatikG′ = (V ∪ {B}, Σ, P ′, S) gilt
dannL(G) = L(G′).

Beweis:Formalisierung der Vorüberlegung (vgl. Abb.3.5). �

Bemerkung: Die Struktur der Ableitungsbäume für dasselbe Wort unterscheiden sich inG
und inG′ deutlich!

Überführung in GNF: Die Überführung einer Grammatik in Greibach-Normalform ist eine
geschickte Kombination der Transformationen aus Lemma3.14und Lemma3.15. Insgesamt
ähnelt dieses Verfahren, dem Verfahren zum Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauß-
elimination und Rückwärtssubstitution). Wir erklären dieses Verfahren zunächst anhand eines
Beispiels; das Verfahren selbst wird dann im Beweis von Satz3.16angegeben.

S → AB
A → AA
A → a
B → b
B → S

(a)

 

S → AB
A → a C → A
A → aC C → AC
B → b
B → SA

(b)

 

S → AB
A → a C → A
A → aC C → AC
B → b
B → aBA
B → aCBA

(c)

Abbildung 3.6. Überführung einer Grammatik in Greibach-Normalform: Schritt 1
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Beispiel 3.6
Wir werden im folgenden zeigen, wie man die Grammatik aus Abb.3.6(a) in Greibach-Normalform
überführt:

1. Schritt: Zunächst legen wir eine Reihenfolge auf den Variablen der Grammatik fest:S <
A < B (wir haben die Regeln der Grammatik bereits gemäß dieser Reihenfolge sortiert).
Im ersten Schritt sorgen wir nun dafür, daß auf der rechten Seite aller Regeln einer Varia-
blenX als erstes Symbol entweder ein Terminalzeichen oder eine VariableY mit Y > X
vorkommt.

Dazu gehen wir der Reihe nach die Regeln der VariablenS, A undB durch:

S: Die (einzigen) Regel fürS ist bereits in der gewünschten Form (das erste Symbol
der rechten Seite istA und es giltA > S).

A: Die RegelA → AA hat noch nicht die gewünschte Form, daA 6> A (die Regel
ist linksrekursiv). Deshalb führen wir eine Rotation der Regeln fürA (Lemma3.15)
durch mitAα = {A}, Aβ = {a} und der neuen VariablenC. Dann erhalten wir die
Grammatik aus Abb.3.6(b).

In dieser Grammatik haben nun auch die Regeln fürA die gewünschte Form.

B: Die RegelB → SA hat noch nicht die gewünschte Form, daS < B. Um diese
Regel in die gewünschte Form zu bringen, substituieren wirS in dieser Regel durch
seine rechten Seiten (Lemma3.14). Wir erhalten also die RegelB → ABA. Diese
Regel ist leider immer noch nicht in der gewünschten Form2. Wir substituieren also
nochmals (diesmal die rechten Seiten vonA) für das ersteA und erhalten die zwei
RegelnB → aBA undB → aCBA. Nach diesen beiden Schritten erhalten wir die
Grammatik aus Abb.3.6(c).

Diese Grammatik ist bereits in der Form, die wir im 1. Schritt erreichen wollten. Insbe-
sondere sind die ersten Zeichen der rechten Seiten vonB bereits Terminalzeichen.

Es hätte auch passieren können, daß nach der Substitution vonA auf der rechten Seite vonB
eine Regel der FormB → Bα entsteht. Diese Linksrekursion hätten wir wieder durch Rotation
beseitigen müssen.

2. Schritt: Im zweiten Schritt sorgen wir dafür, daß in allen Regeln fürS, A undB das erste
Zeichen auf der rechten Seite ein Terminalzeichen ist. Für die letzte Variable muß dies
nach dem ersten Schritt bereits der Fall sein. Für die anderen Variablen erreichen wir
dies, indem wir von unten nach oben (also in umgekehrter Reihenfolge der Variablen)
substituieren.

Im Beispiel müssen wir nur noch das ersteA in der rechten Seite vonS durch Substitution
beseitigen. Wir erhalten die Grammatik aus Abb.3.7(d).

3. Schritt Als letztes müssen wir noch die Regeln für die neu hinzugefügten Variablen betrach-
ten. Im Beispiel müssen wir also die VariableA in den rechten Seiten vonC substituieren
und erhalten die Grammatik aus Abb.3.7(e).

2 Die RegelB → ABA ist aber schon etwas „besser“, alsB → SA, daA > S.
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S → aB
S → aCB
A → a C → A
A → aC C → AC
B → b
B → aBA
B → aCBA

(d)

 

S → aB
S → aCB
A → a C → a
A → aC C → aC
B → b C → aC
B → aBA C → aCC
B → aCBA

(e)

Abbildung 3.7. Überführung einer Grammatik in Greibach-Normalform: Schritte 2 und 3

Bei schematischer Anwendung der Substitution entsteht die RegelC → aC zweimal. Eine davon
können wir natürlich weglassen.

Insgesamt haben wir also in drei Schritten eine Grammatik in Greibach-Normalform erzeugt.
Der erste Schritt ähnelt der Gaußelimination und der zweite Schritt der Rückwärtssubstitution.

Ganz allgemein gilt:

Satz 3.16 (Greibach-Normalform (GNF)) Jedeε-freie kontextfreie Sprache kann durch eine
kontextfreie Grammatik inGreibach-Normalformerzeugt werden, d.h. durch eine Grammatik,
deren Produktionen die FormA→ aα mit a ∈ Σ undα ∈ V ∗ haben.

Beweis:Sei L eine kontextfreie Sprache. Wir können im folgenden annehmen, dassL nicht
leer ist, denn fürL = ∅ erfüllt die GrammatikS → aS die Anforderungen des Satzes. Nach
Satz3.13gibt es also eine kontextfreie GrammatikG = (V, Σ, P, S) in Chomsky-Normalform
mit L = L(G). Aus dieser Grammatik konstruieren wir in drei Schritten eine äquivalente Gram-
matik in Greibach-Normalform. Da wir bei der Konstruktion nur Transformationen einsetzen,
die die erzeugte Sprache nicht verändern, ist die konstruierte Grammatik äquivalent zuG. Um
zu sehen, daß die erzeugte Grammatik in Greibach-Normalform ist, geben wir für die folgenden
Konstruktionsvorschriften jeweils die Schleifeninvarianten an.

Es ist sicher hilfreich, sich die folgenden Schritte anhand des Beispiels3.6zu veranschaulichen.

1. Schritt SeiV = {A1, . . . , An}.
Ziel ist es, die Produktionen der Grammatik so umzuformen, daß am Ende gilt: Wenn
Ai → Ajα eine Produktion ist, dann giltj > i.

for i = 1, . . . , n
Schleifeninvariante

- jede rechte Seite einer Ak Produktion hat die Form aα oder V V α
- für jede Produktionen Ak → Ajα mit k < i gilt bereits j > k
while (es existiert eine Produktion Ai → Ajα mit j < i) do

lösche Ai → Ajα /* Subst. mit Lemma 3.14 */
füge Ai → γα für alle γ ∈ RAj

hinzu
od
/* Für jede Produktion der Form Ai → Ajα gilt jetzt j ≥ i */
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/* Produktionen der Form Ai → Aiαj eliminieren wir mit Lemma 3.15:
αi und βj wie in Lemma 3.15 und Bi neue Variable */

Streiche Ai → Aiαj und
füge Ai → βj, Ai → βjBi, Bi → αj und Bi → αjBi hinzu.

end

Die innere while-Schleife terminiert, da aufgrund der Schleifeninvariante der for-Schleife in
allenγ = Akγ′ gilt k > j; d.h. die führende Variable auf der rechten Seite der neuen Produktion
ist größer als die der ersetzten Produktion.

Nach Schritt 1 gilt nun:

- Jede Produktion fürAi hat jetzt die FormAi → Ajα mit j > i oderAi → aα. Für
die letzte VariableAn können die Produktionen nur die FormAn → aα haben, da
es keine VariableAj mit j > n gibt.

- Jede Produktion fürBi hat jetzt die FormBi → Ajα oderBi → aα.

2. Schritt
Ziel ist es, alleAi-Produktionen in die FormAi → aα zu bringen.

for i = n− 1, n− 2, . . . , 1
Schleifeninvariante

jede Ak Produktion mit k > i hat die Form Ak → aα
while (es existiert eine Produktion Ai → Ajα) do

lösche Ai → Ajα /* Subst. mit Lemma 3.14 */
füge Ai → γα für alle γ ∈ RAj

hinzu
od

end

Nach Schritt 2 gilt nun:

- Jede Produktion fürAi hat jetzt die FormAi → aα.

- Jede Produktion fürBi hat (bereits nach dem ersten Schritt) die FormBi → Ajα
oderBi → aα.

3. Schritt
Ziel ist es, jedeBi-Produktion in die FormBi → aα zu bringen.

while (es existiert eine Produktion Bi → Ajα) do
lösche Bi → Ajα /* Subst. mit Lemma 3.14 */
füge Bi → γα für alle γ ∈ RAj

hinzu
od

Nach Schritt 3 sind nun sowohl dieAi-Produktionen als auch dieBi-Produktionen in Greibach-
Normalform. �
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Bemerkungen:

1. Bei der Konstruktion können sehr viele Produktionen entstehen(∼ nn). Dies ist nicht
praktikabel. Es existieren aber bessere Verfahren, bei denen nur kubisch viele Produktio-
nen(∼ n3) entstehen können.

2. Die Struktur der Ableitungsbäume wird durch die Konstruktion stark verändert (wg. der
Rotation aus Lemma3.15). Damit ist diese Überführung einer Grammatik in Greibach-
Normalform ungeeignet für den Compilerbau.

3. Das Konstruktionsverfahren ähnelt dem Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssyste-
me (siehe lineare Algebra und Gleichungssysteme für reguläre Sprachen).

4. Die Ableitung eines Satzes einer Grammatik in Greibach-Normalform hat genau die Län-
ge des abgeleiteten Satzes, da in jedem Ableitungsschritt genau ein Terminalzeichen er-
zeugt wird.

2 Kellerautomaten

Wir werden nun ein Automatenmodell für die kontextfreien Sprachen angeben und näher unter-
suchen: dieKellerautomaten. Ähnlich wie bei endliche Automaten für reguläre Sprachen, gibt
es verschiedene Varianten von Kellerautomaten; im Gegensatz zu den endlichen Automaten
sind diese Automaten nicht alle äquivalent zueinander. Insbesondere sind die deterministischen
Kellerautomaten nicht so ausdrucksmächtig wir die nicht-deterministischen Kellerautomaten.
Da die deterministischen Kellerautomaten besonders praxisrelevant sind, werden wir die von
ihnen erkannten Sprachen später in Abschnitt5 noch genauer untersuchen.

2.1 Motivation und Definition

Zunächst überlegen wir uns, wie ein Automat aussehen könnte, der die Spracheanbn akzeptiert.
Offensichtlich muß ein Automat für diese Sprache „zählen“ können, da er überprüfen muß, ob
die Zahl dera’s undb’s übereinstimmt. Der Automat muß also einen beliebig großen Speicher
besitzen. Der Automat könnte das Wort einlesen, und dabei jedes gelesene Zeichena auf einen
Keller legen. Wenn der Automat auf das erste Zeichenb stößt, entfernt er für jedes geleseneb ein
a vom Keller. Wenn am Ende alleb’s der Eingabe gelesen wurden, und keina mehr im Keller
steht, dann akzeptiert der Automat das Wort. Mit Hilfe des Kellers können wir also zählen;
tatsächlich können wir einen Keller als Verallgemeinerung eines Zählers auffassen.
Natürlich muß der Automat auch sicherstellen, daß keina mehr im Eingabewort vorkommt,
wenn bereits einb gelesen wurde. Diese können wir wie bei endlichen Automaten sicherstellen.
Ein Kellerautomat ist also ein um einen Keller erweiterter endlicher Automat:

Definition 3.17 (Kellerautomat) Ein KellerautomatA über einen AlphabetΣ besteht aus

- einer endlichen MengeQ von Zuständen mitQ ∩ Σ = ∅,

- einemStartzustandq0 ∈ Q,
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endliche
Kontrolle

Q, δ
Z0-
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a b c b a b
6

“oben” Keller Γ∗

kann gelesen und geschrieben werden (aber nur oben)

Eingabe(band)Σ∗

kann nur gelesen werden,
Kopfbewegung nur nach rechts

Abbildung 3.8. Schematische Darstellung eines Kellerautomaten.

- einemKelleralphabetΓ mit Q ∩ Γ = ∅ (Γ = Σ ist möglich aber nicht nötig)

- einemAnfangssymbolZ0 ∈ Γ

- einer MengeF vonEndzuständen

- eineÜbergangsrelationδ ⊆ (Q× (Σ ∪ {ε})× Γ)× (Q× Γ∗)

Wir schreibenA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, z0, F ).

Die EinschränkungenQ ∩ Σ = ∅ und Q ∩ Γ = ∅ wäre nicht nötig; sie vereinfachen aber später
die Definition der Konfigurationen eines Kellerautomaten und schränken die akzeptierbaren Spracjen
nicht ein.

In Abb. 3.8 ist ein Kellerautomat schematisch dargestellt.

Beispiel 3.7
Wir geben einen Kellerautomaten an, der die Palindrome überΣ = {a, b} erkennt. Der Kel-
lerautomat arbeitet wie folgt: Zunächst werden Eingabezeichen gelesen und auf den Keller
geschrieben („gepusht“). Irgendwann wird „geraten“, dass die Mitte des Wortes erreicht ist
(nicht-deterministisch). Ab diesem Zeitpunkt wird überprüft, ob das oberste Symbol des Kel-
lers mit dem aktuellen Eingabezeichen übereinstimmt; wenn ja, wird das oberste Symbol vom
Keller entfernt („gepoppt“); wenn nein, bleibt der Automat stehen (und akzeptiert das Eingabe
Wort nicht).
Wir formalisieren nun diese Idee:

- Q = {q0, q1}

- Γ = Σ ∪ {c}

- Z0 = c

- (F = ∅)

- Die Produktionen:

δ = {((q0, x, y), (q0, xy)) | x ∈ Σ, y ∈ Γ} ∪ (1) Nächstes Eingabezeichenx pushen
{((q0, ε, y), (q1, y)) | y ∈ Γ} ∪ (2) Entscheidung Mitte (gerade Länge)
{((q0, x, y), (q1, y)) | x ∈ Σ, y ∈ Γ} ∪ (3) Entscheidung Mitte (ungerade Länge)
{((q1, x, x), (q1, ε)) | x ∈ Σ} ∪ (4) Keller mit der Eingabe vergleichen
{((q1, ε, c), (q1, ε))} (5) Anfangssymbol vom Keller löschen
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Nun betrachten wir einigeBerechnungendieses Kellerautomaten, wobei die Nummern in Klam-
mern auf die Zeile in der Definition der Übergangsrelation verweist, die den entsprechenden
Übergang ermöglicht.

Eingabe abba
q0c
aq0ac (1)
abq0bac (1)
abq1bac (2)
abbq1ac (4)
abbaq1c (4)
abbaq1 (5)

Eingabe aba
q0c
aq0ac (1)
abq0ac (3)
abaq1c (4)
abaq1 (5)

Die Berechnungeneines Kellerautomaten ist eine Folge von Konfigurationen des Kellerauto-
maten. Dabei besteht eine Konfiguration aus dembisher gelesenen Eingabewort(links), dem
aktuellen Zustand (mitte) und demaktuellen Kellerinhalt(rechts).

Definition 3.18 (Konfiguration, Nachfolgekonfiguration) SeiA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) ein
Kellerautomat. Ein Wortγ ∈ Σ∗QΓ∗ heißtKonfigurationvonA. Die Konfigurationγ = q0Z0

heißtStartkonfigurationvonA.
Für eine Konfigurationγ = wqyα mit w ∈ Σ∗, q ∈ Q, y ∈ Γ, α ∈ Γ∗ und x ∈ Σ ∪ {ε},
β ∈ Γ∗ mit ((q, x, y), (p, β)) ∈ δ heißtγ′ = wxpβα eineNachfolgekonfigurationvonγ in A.
Wir schreiben dannγ `A γ′.

Die Startkonfigurationq0Z0 können wir auch durchεq0Z0 notieren. Dann kommt die Aufteilung der
Konfiguration in die bisher gelesene Eingabe, den Zustand und den Keller auch in der Startkonfigura-
tion besser zum Ausdruck.

Bemerkung: In der Literatur wird die Konfiguration (fast) immer anders definiert: Es wird
nicht die bisher gelesene Eingabe aufgenommen, sondern die noch zu lesende Eingabe. In unse-
rer Definition weichen wir davon ab, damit wir später den Zusammenhang zu den kontextfreien
Sprachen einfacher herstellen können. Tatsächlich müßte man weder die bisher gelesene noch
die noch zu lesende Eingabe in die Definition der Konfiguration aufnehmen. Das ist aber für die
Definition der akzeptierten Sprache weniger zweckmäßig.

Die akzeptierte Sprache eines Kellerautomaten können wir nun mit Hilfe der Berechnungen
definieren. Allerdings gibt es zwei verschiedene Varianten: Akzeptierung über Endzustände
und Akzeptierung mit leerem Keller.

Definition 3.19 (Akzeptierte Sprache)SeiA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) ein Kellerautomat.

1. Wir nennenL(A) = {w ∈ Σ∗ | q0Z0 `∗A wqα mit q ∈ F} die (über die Endzustände)
akzeptierte SprachevonA.

2. Wir nennenN(A) = {w ∈ Σ∗ | q0z0 `∗A wq mit q ∈ Q} diemit leerem Keller akzeptierte
SprachevonA.
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Beispiel 3.8
In Beispiel3.7 haben wir die Akzeptierung mit leeren Keller benutzt; deshalb war die Defini-
tion der Endzustandsmenge unerheblich. Wenn wir den Automaten nun zur Akzeptierung über
Endzuständen benutzen wollen, müßten wir den Automaten leicht modifizieren:
Beim Löschen des letzten Kellersymbolsc geht der Automat in einen neuen Endzustandq2 über.
Die fünfte Regel unseres Palindrom-Beispiels lautet dann:{((q1, ε, c), (q2, ε))}. Die Menge der
Endzustände ist dannF = {q2}.

Tatsächlich können wir jeden Automaten, der eine Sprache mit leerem Keller akzeptiert, in
einen Automaten umbauen, der die Sprache über Endzustände akzeptiert, und umgekehrt.

Satz 3.20 (Äquivalenz der Akzeptierung über Endzustände und mit leeren Keller)

1. Für jeden KellerautomatenA gibt es (effektiv) einen KellerautomatenA′ mit L(A′) =
N(A).

2. Für jeden KellerautomatenA′ gibt es (effektiv) einen KellerautomatenA mit N(A) =
L(A′).

Die Klasse der Sprachen, die von einen Kellerautomaten mit leerem Keller akzeptiert akzeptiert werden,
ist gleich der Klasse der Sprachen, die von einem Kellerautomaten über Endzustände akzeptiert werden.

Beweis:Wir skizzieren hier nur die Ideen für den Beweis der beiden Aussagen:

1. Wir konstruieren aus dem KellerautomatenA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) einen Automaten
A′ mit L(A′) = N(A):

- A′ ersetzt im ersten Berechnungsschritt das KellersymbolZ0 durchZ0X0, wobei
X0 6∈ Γ ein neues Kellersymbol ist.

- Dann simuliertA′ den AutomatenA.

- Wenn inA′ das SymbolX0 das oberstes Kellersymbol ist (d.h. wenn die Berechnung
vonA mit leerem Keller beendet ist), dann löschtA′ das SymbolsX0 aus dem Keller
und geht in einen neuen Zustandqf 6∈ Q über, den wir als Endzustand auszeichnen
F ′ = {qf}.

Durch diese Simulation vonA gehtA′ genau dann in den Endzustandqf über, wennA
das Wort mit leerem Keller akzeptiert. Deshalb giltL(A′) = N(A).

2. Wir konstruieren nun aus dem KellerautomatenA′ einen AutomatenA mit N(A) =
L(A′). Zunächst die grobe Idee:

- Der AutomatA simuliert den AutomatenA′.

- WennA in der Simulation einen Endzustand vonA′ erreicht, dann kann sichA′

nicht-deterministisch dafür entscheiden, den Keller vollständig zu löschen (und da-
mit das bisher gelesene Wort zu akzeptieren).
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Also wird jedes Wort, dasA′ über Endzustände akzeptiert, vonA mit leerem Keller ak-
zeptiert.

Es gibt allerdings noch ein Problem: WennA bei der Simulation vonA′ den leeren Keller
erreicht, sich aberA′ nicht in einem Endzustand befindet, wirdA das entsprechende Wort
akzeptieren, obwohl es vonA′ nicht akzeptiert wird.

Dieses Problem läßt sich wie folgt lösen: Im ersten Schritt erzeugtA aus dem Startsymbol
Z0 den KellerinhaltZ0X0 mit einem neuen KellersymbolX0. DaX0 ein neues Kellersym-
bol ist, wird bei der Simulation vonA′ durchA der Keller nie leer werden. Der Keller von
A wird also nur dann leer, wenn sichA in einem Endzustand vonA′ nicht-deterministisch
für das Löschen des Kellers entscheidet. Also gilt dannN(A) = L(A).

�

Bemerkung: Satz3.20 gilt nicht für deterministisch Kellerautomaten. Überlegen Sie sich
dazu, ob es einen deterministischen Kellerautomaten geben kann, der sowohl das Wortw als
auch das Wortwv (mit v 6= ε) mit leerem Keller akzeptiert?

Die Antwort auf diese Frage gibt es in der Übung (Blatt 8, Aufgabe 4).

Dazu müssen wir natürlich erst einmal definieren, wann ein Kellerautomat deterministisch ist:

Definition 3.21 (Deterministischer Kellerautomat) Ein KellerautomatA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )
heißtdeterministisch, wenn für alleq, q1, q2 ∈ Q, x ∈ Γ, a ∈ Σ unda′ = a odera′ = ε und
α1, α2 ∈ Γ∗ mit ((q, a, x), (q1, α1)) ∈ δ und ((q, a′, x), (q2, α2)) ∈ δ gilt: a = a′, q1 = q2 und
α1 = α2.

Man sieht leicht, dass für einen deterministischen Kellerautomaten für jede Konfigurationγ
höchstens eine Nachfolgekonfiguration existiert.

2.2 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Der zentrale Satz über Kellerautomaten besagt, daß die von (nicht-deterministischen) Kellerau-
tomaten akzeptierten Sprachen genau die kontextfreien Sprachen sind. Wegen Satz3.20reicht
es, dies für die Kellerautomaten zu zeigen, die eine Sprache mit leerem Keller akzeptieren.
Diese Aussage formulieren wir in zwei separaten Sätzen (entsprechend der beiden Richtungen
der Äquivalenz).

Satz 3.22Jede kontextfreie Sprache wird von einem Kellerautomaten (mit leerem Keller) ak-
zeptiert.

Beweis:Wir führen den Beweis nur für kontextfreie SprachenL, dieε nicht enthalten (eine Er-
weiterung auf Sprachen mitε ∈ L ist aber nicht schwer). Wir können also nach Satz3.16davon
ausgehen, daß es eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit L(G) = L in Greibach-Normalform
gibt.
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Aus dieser GrammatikG konstruieren wir nun einen KellerautomatenA, der die Sprache mit
leerem Keller akzeptiert:
A = ({q}, Σ, V, δ, q, S, ∅) mit δ = {((q, a, B), (q, α)) | B → aα ∈ P}, d.h. jede Regel
der Grammatik wird in einen entsprechenden Übergang des Automaten übersetzt. Dann gilt
offensichtlich:

w︸︷︷︸
gelesene
Eingabe

q Bγ︸︷︷︸
Keller

`A waqαγ

m

w︸︷︷︸
bereits

erzeugtes Wort
(ohne Variablen)

Bγ
L⇒G waαγ

Per Induktion über die Ableitung kann man damit zeigen:

wqγ `∗A vqγ′

m
wγ

L⇒G

∗
vγ′

Die Berechnung des Automaten auf einem Wort entspricht genau der Linksableitung des Wortes in
der Grammatik. Damit die Korrespondenz zwischen einer Berechnung des Automaten und der Links-
ableitung der Grammatik so offensichtlich, ist haben wir die Konfigurationen etwas anders als üblich
definiert.

Insbesondere giltw ∈ N(A) gwd. qS `∗A wq gdw. S ⇒∗
G w gdw. w ∈ L(G). Also gilt

N(A) = L(G) = L. �

Bemerkung: Die Berechnung des AutomatenA liefert uns eine Linksableitung für das gele-
sene Wort. Da der Automat im allgemeinen nicht deterministisch ist, hilft uns das in der Praxis
aber relativ wenig (später mehr dazu).

Nun zur umgekehrten Richtung: Ist jede von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache kon-
textfrei?

Satz 3.23Jede von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache ist kontextfrei.

Beweis:Nach Satz3.20reicht es, einen Kellerautomaten zu betrachten, der die Sprache mit lee-
rem Keller akzeptiert: alsoA = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0, F ) mit N(A) = L. Für diesen Automaten
müssen wir jetzt eine kontextfreie GrammatikG mit L(G) = N(A) konstruieren.

Problem: Da A im allgemeinen mehr als einen Zustand besitzt, können wir den Beweis von
Satz3.22nicht einfach „umdrehen“. Wir müssen sowohl den aktuellen Zustand als auch den
Kellerinhalt in den Variablen der Grammatik codieren. Deshalb sind die Variablen der Gram-
matik Tripel: [q, B, q′] mit q, q′ ∈ Q undB ∈ Γ.
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Wir definierenG = (V, Σ, P, S) nun wie folgt, wobeiS ein neues Symbol ist, das als Startsym-
bol dient:

V = Q× Γ×Q ∪ {S}
P = {S → [q0, Z0, q] | q ∈ Q}∪

{[q, B, qn+1]→ a[q1, B1, q2][q2, B2, q3] . . . [qn, Bn, qn+1] |
q, q1, q2, . . . qn+1 ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, B1, . . . , Bn ∈ Γ,
((q, a, B)(q1, B1 . . . Bn)) ∈ δ}

Für n = 0 sieht die entsprechende Produktion wie folgt aus:[q, B, q1]→ a.

Offensichtlich gilt:

[q, Z, qn+1] ⇒G a[q1, Z1, q2][q2, Z2, q3] . . . [qn, Zn, qn+1]
m

qZ `A aq1Z1 . . . Zn

Per Induktion kann man zeigen: Wenn[q, Z, qn+1]
L⇒
∗
G a[q1, Z1, q2][q

′
2, Z2, q3] . . . [q

′
n, Zn, qn+1]

eine Linksableitung ist, dann giltq2 = q′2, q3 = q′3, . . . , qn = q′n.
Damit läßt sich dann per Induktion zeigen:

[q, Z, qn+1]
L⇒
∗
G w[q1, Z1, q2][q2, Z2, q3] . . . [qn, Zn, qn+1]
m

qZ `∗A wq1Z1, . . . , Zn

Mit den RegelnS → [q0, Z0, q] für alle q ∈ Q gilt dann:

[q0, Z0, q1] ⇒∗
G w gdw.w ∈ L(G)
m

q0Z0 `∗A wq1 gdw.w ∈ N(A)

Also gilt L(G) = N(G). �

Die Linksableitung der Grammatik entspricht wieder genau der Berechnung des Kellerautomaten.

Bemerkungen:

1. Die Sätze3.22und 3.23beweisen, dass Kellerautomaten genau die kontextfreien Spra-
chen akzeptieren können.

2. Achtung: Diese Aussage gilt nicht, wenn wir uns auf deterministische Kellerautomaten
beschränken. Es gibt kontextfreie Sprachen, für die es keinen deterministischen Keller-
automaten gibt, der diese Sprache akzeptiert (weder über Endzustände noch mit leerem
Keller).

3. Der Beweis von Satz3.22zeigt zusammen mit Satz3.23, dass Kellerautomaten, die eine
Sprache mit leerem Keller akzeptieren nur einen Zustand benötigen.

Die Zustände also bei einem Kellerautomaten mit der Akzeptierung über den leeren Kel-
ler eigentlich überflüssig. Für einige Konstruktionen sind jedoch zusätzliche Zustände
hilfreich. Wir werden später in der Übung (Blatt 9, Aufgabe 1d.) sehen, daß für Kellerau-
tomaten mit Akzeptierung über Endzustände zwei Zustände genügen.
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3 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Ähnlich wie bei regulären Sprachen untersuchen wir nun die Eigenschaften der kontextfreien
Sprachen.

3.1 Eigenschaften einer kontextfreien Sprache

Auch für kontextfreie Sprachen gibt es ein Pumping-Lemma. Allerdings ist das Pumping-
Lemma für kontextfreie Sprachen etwas komplizierter.

Idee: Wenn eine Grammatik eine SpracheL mit unendlich vielen Wörtern erzeugt, dann muß
es Wörter geben, in deren Ableitungsbaum auf einem Pfad dieselbe Variable mehrfach vor-
kommt.
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Abbildung 3.9. Ein Ableitungsbaum mit zwei gleichen VariablenA auf einem Pfad.

In Abb. 3.9 ist ein solcher Ableitungsbaum für ein Wortz = uvwxy schematisch dargestellt.
Dabei können wir den bei Knoten(1) beginnenden Teilbaum so wählen, daß auf keinem Pfad
dieses Teilbaumes zwei gleiche Variable vorkommen. Nun können wir das Teilstück des Bau-
mes zwischen(1) und (2) beliebig häufig wiederholen und erhalten so Ableitungsbäume für
die Wörteruviwxiy für jedesi ∈ N. Da in dem bei(1) beginnenden Teilbaum auf keinem
Pfad weitere Variablen doppelt vorkommen gilt|vwx| ≤ n für ein geeignetesn, das nur von
der Grammatik abhängt. Außerdem können wir davon ausgehen, daß in der Grammatik keine
ε-Produktionen vorkommen. Also gilt|vx| ≥ 1.

Die Zahln ergibt sich ausk|V +1|, wobeik die Länge der längste rechte Seite einer Produktion vonG
ist.

Eine präzise Formulierung dieser Überlegung führt zum Pumping-Lemma für kontextfreie Spra-
chen:

Lemma 3.24 (Pumping-Lemma)Für jede kontextfreie SpracheL gibt es einn ∈ N, so dass
für jedes Wortz ∈ L mit |z| ≥ n eine Zerlegungz = uvwxy mit |vx| ≥ 1 und |vwx| ≤ n
existiert, für dieuviwxiy ∈ L für alle i ∈ N gilt.
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Beweis:Entweder: Formalisieren der Vorüberlegung.
Oder: Spezialfall von Ogden’s Lemma (Markierung aller Buchstaben), das wir noch beweisen
werden. �

Beispiel 3.9 (Anwendung des Pumping-Lemma)
Wir beweisen, daß die SpracheL = {anbncn | n ∈ N} nicht kontextfrei ist. Angenommen
L wäre kontextfrei, dann gäbe es einn ∈ N, so dass für jedes Wortz ∈ L mit |z| ≥ n eine
Zerlegungz = uvwxy mit |vx| ≥ 1 und |vwx| ≤ n existiert, für dieuviwxiy ∈ L für alle
i ∈ N gilt.
Wir wählen für diesesn das Wortz = anbncn und eine beliebige Zerlegungz = uvwxy mit
|vwx| ≤ n und|vx| ≥ 1. Wir werden dann zeigen, daß für diese Zerlegung für mind. eini ∈ N
nichtuviwxiy ∈ L gilt:
Sei alsoz = uvwxy eine beliebige Zerlegung vonz mit |vwx| ≤ n und |vx| ≥ 1: Wegen
|vwx| ≤ n könnenv und x entweder nura’s und b’s oder nurb’s und c’s enthalten. Wegen
|vx| ≥ 1 mußvx mindestens ein Zeichen enthalten. Dann liegt aberuv2wx2y nicht in L, da
uv2wx2y entweder mehra’s alsc’s oder mehrc’s alsa’s enthält.

Bemerkung: Wie beimuvw-Theorem für reguläre Sprachen gibt es nicht kontextfreie Spra-
chen, für die das nicht mit Hilfe von Lemma3.24bewiesen werden kann:

L = {aibjckdl | i = 0 oderj = k = l}

- b∗c∗d∗ kann immer aufgepumpt werden

- a+bncndn kann mituvwx = a+ undy = a∗bncndn auch immer gepumpt werden.

Verallgemeinerung: Wir wollen bestimmte Teile des Wortesz markieren, die gepumpt wer-
den sollen.

Zur Markierung kann man beispielsweise bestimmte Buchstaben des Wortes unterstreichen. Die unter-
strichenen Buchstaben nennen wir dann markierte Buchstaben.

Lemma 3.25 (Ogden’s Lemma)Für jede kontextfreie SpracheL gibt es einn ∈ N, so dass
für jedesz ∈ L gilt:

Wenn inz mindestensn Buchstaben markiert sind, dann gibt es eine Zerlegungz = uvwxy, so
dass mindestens ein Buchstabe vonv oderx markiert ist und höchstensn Buchstaben vonvwx,
markiert sind unduviwxiy ∈ L für alle i ∈ N.

Beweis:Hier skizzieren wir nur die Idee: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir
davon ausgehen, dassL von einer GrammatikG = (V, Σ, P, S) in Chomsky-Normalform ak-
zeptiert wird.

Die Spezialfälle, für die es keine Grammatik in Chomsky-Normalform gibt, kann man sich leicht separat
überlegen.
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Wir wählenn = 2|V |+1. Sei nunz ∈ L ein Wort, in dem mindestensn Buchstaben markiert sind.
Wir betrachten einen AbleitungsbaumB von w. Die markierten Buchstaben entsprechen dann
markierten Blättern des Baumes. Dieser Baum ist im wesentlichen ein Binärbaum (vergleiche
mit den Bemerkungen zu Satz3.13).

In diesem Baum wählen wir nun ausgehend von der Wurzel einen Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt aus. Den Pfad wählen wir immer in der Richtung des Unterbaumes, in dem mehr
markierte Blätter liegen (wenn in beiden Bäumen gleich viele markierte Blätter liegen, können
wir uns eine Alternative aussuchen).

Auf diesem Pfad müssen wegenn = 2|V |+1 und der Wahl des Pfades mindestens|V |+1 Knoten
liegen, für die sowohl der rechte als auch der linke Unterbaum ein markiertes Blatt enthalten3.
Diese Knoten nennen wir nunVerzweigungspunkte.

Auf dem gewählten Pfad müssen also mindestens zwei Verzweigungspunkte mit der selben
Variablen beschriftet sein. Wir können aus den letzten|V |+ 1 Verzweigungspunkten also zwei
Knotenv1 undv2 auswählen, die mit derselben VariableA beschriftet sind. Dieser Baum ist in
Abb. 3.10dargestellt. Aus diesem Baum ergibt sich eine Zerlegungz = uvwxy.
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Abbildung 3.10. Ableitungsbaum mit einem Pfad mit zwei gleich beschrifteten Knotenv1 undv2.

Da v1 Verzweigungspunkt ist, enthält entwederv oderx mindestens ein markiertes Blatt. Au-
ßerdem enthältvwx höchstensn = 2|V |+1 markierte Blätter, da nachv1 höchstens|V | Verzwei-
gungspunkten vorkommen4.

Offensichtlich können wir für jedesi ∈ N aus dem Ableitungsbaum füruvwxy auch einen
Ableitungsbaum füruviwxiy konstruieren (durch Weglassen bzw. wiederholen des Pfadesv1 →
v2). Damit ist mituvwxy eine Zerlegung vonz mit den geforderten Eigenschaften gefunden.
�

Bemerkung: Es gibt eine analoge Verallgemeinerung desuvw-Theorems für reguläre Spra-
chen (Lemma2.11). Diese Verallgemeinerung heißt derSatz vom iterierenden Faktor.

3 Denn nur an solchen Knoten kann die Anzahl der markierten Blätter des Unterbaum abnehmen, und zwar
bestenfalls um die Hälfte.

4 Ein Blatt enthält höchstens einen markierten Buchstaben. Rückwärts entlang des Pfades kann sich die die
Anzahl der markierten Blätter eines Unterbaumes nur an einem Verzweigungspunkt erhöhen – und zwar bestenfalls
verdoppeln.
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3.2 Abschlußeigenschaften kontextfreier Sprachen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abschlußeigenschaften der kontextfreien Sprachen.
Wir betrachten dieselben Operationen wie für reguläre Sprachen – allerdings sind die kontext-
freien Sprachen nicht unter allen Operationen abgeschlossen.
Zunächst die guten Nachrichten:

Satz 3.26 (Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen)Die kontextfreien Sprachen sind ab-
geschlossen unter

Operation Beweisidee

Vereinigung S → S1 |S2

Konkatenation S → S1S2

Kleene’sche Hülle S → ε |S1S

Substitution A→ aBCdE  A→ SaBCSdE

Homomorphismen Spezialfall der Substitution

Inversen Homomorphismen Simulation des Kellerautomaten auf
h(w), wobeih(w) zeichenweise be-
rechnet wird und in einen endlichen
Puffer zwischengespeicher wird.

Spiegelung A→ x1 . . . xn  A→ xn . . . x1

Leider gibt es auch ein paar schlechte Nachrichten:

Satz 3.27Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter:

Operation Beweisidee

Durchschnitt Gegenbeispiel: Für die kontextfreien SprachenL1 =
anbnc∗ und L1 = a∗bncn ist der DurchschnittL1 ∩
L2 = anbncn nicht kontextfrei.

Komplement Wären die kontextfreien Sprachen unter Komplement
abgeschlossen, müßten sie auch unter Durchschnitt
abgeschlossen sein, da giltL1 ∩ L2 = L1 ∪ L2.

Quotientenbildung Ohne Beweis. In der Übung (Blatt 9 Aufgabe 3)
werden wir aber beweisen, dass kontextfreie Spra-
chen nicht effektiv unter der Quotientenbildung ab-
geschlossen sind.
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Kontextfreie Sprachen sind nicht unter Quotientenbildung abgeschlossen. Wenn man allerdings
nur den Quotienten mit einer regulären Sprache bildet, ist das Ergebnis wieder kontextfrei:

Satz 3.28 (Durchschnitt und Quotientenbildung mit regulären Sprachen)SeiR eine regu-
läre Sprache, dann sind die kontextfreien Sprachen effektiv abgeschlossen unter:

Operation Beweisidee

Durchschnitt mit einer regulären
SpracheL ∩R

Wir lassen den Kellerautomaten für
L mit dem endlichen Automaten für
R synchron laufen.

Quotientenbildung mit einer regu-
lären SpracheL/R

Wird in der Übung (Blatt 9, Aufga-
be 3) bewiesen: unter Ausnutzung
des Abschlusses unter Homomor-
phismen, inversen Homomorphis-
men und dem Durchschnitt mit ei-
ner regulären Sprache.

4 Entscheidbarkeitseigenschaften

Nun wenden wir uns den Entscheidbarkeitseigenschaften für kontextfreie Sprachen zu. Einige
Eigenschaften sind auch für kontextfreie Sprachen entscheidbar. Diese werden wir uns in Ab-
schnitt4.1ansehen. Allerdings gibt es bereits für kontextfreie Sprachen einige – auf den ersten
Blick einfache – Eigenschaften, die für kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar sind. Diese
werden wir in Abschnitt4.2ansehen.

4.1 Entscheidungsverfahren

Satz 3.29 (Leerheit/Endlichkeit) Für jede kontextfreie SpracheL (repräsentiert durch eine
kontextfreie Grammatik oder einen Kellerautomaten) ist entscheidbar, ob

- L = ∅ gilt und ob

- |L| = ω

Beweis:O.B.d.A. gehen wir davon aus, daß die SpracheL durch eine kontextfreie Grammatik
G mit L(G) = L repräsentiert ist.
Um die FrageL = ∅ zu entscheiden, müssen wir entscheiden, ob das Axiom der GrammatikG
produktiv ist. Die Menge der produktiven Variablen einer Grammatik ist effektiv bestimmbar.
Also istL = ∅ entscheidbar:L = ∅ genau dann, wennS 6∈ V G

prod.

Um die FrageL = ω zu entscheiden, nehmen wir o.B.d.A an, dassG in CNF gegeben ist
(insbesondere kommen inG keine nutzlosen Variablen und keine Kettenproduktionen vor).
Wir konstruieren nun einen Graphen, dessen Knoten die VariablenV der Grammatik sind. Der
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Graph enthält eine Kante(A, B) genau dann, wenn die Grammatik eine ProduktionA → BC
oderA→ CB enthält. Dieser Graph läßt sich einfach berechnen.
Dann giltL = ω genau dann, wenn der Graph einen Zyklus (Kreis) besitzt. Da entscheidbar ist,
ob ein Graph einen Kreis besitzt, ist damit auchL = ω entscheidbar. �

Satz 3.30 (Wortproblem) Für ein Wortw ∈ Σ∗ und eine kontextfreie SpracheL ist entscheid-
bar, obw ∈ L gilt.

Beweis:Wir haben bereits bei der Chomsky- und der Greibach-Normalform gesehen, daß das
Wortproblem für kontextfreie Sprachen entscheidbar ist, da wir nur endlich (wenn auch sehr
viele) Ableitungen ansehen müssen. �

Bemerkung: Das Durchprobieren aller Ableitungen einer bestimmten Länge ist ein extrem
ineffizientes Entscheidungsverfahren für das Wortproblem. Mit Hilfe des Algorithmus von Cocke,
Younger und Kasami (CYK-Algorithmus), kann man viel effizienter entscheiden, ob ein Wortw
in einer kontextfreien SpracheL liegt. Wir gehen dabei davon aus, daß die Sprache durch eine
Grammatik in Chomsky-Normalform gegeben ist (sie ist ggf. effektiv konstruierbar).
Idee (des CYK-Algorithmus): Für das Wortw = a1 . . . an bestimmt man für allej ≥ i ≥ 1
die folgenden Mengen:

Vi,j = {A ∈ V | A⇒∗
G ai . . . aj}

Offensichtlich giltw ∈ L genau dann, wennS ∈ V1,n.
Die Vi,j können wir (für eine Grammatik in CNF) systematisch bestimmen:

- Vi,i = {A ∈ V | A→ ai ∈ P}

- Vi,j =
⋃j−1

k=i{A ∈ V | A→ BC ∈ P, B ∈ Vi,k, C ∈ Vk+1,j}

Die Vi,j lassen sich systematisch gemäß des folgenden Schemas ausgehend von der Diagonale
bestimmen (Prinzip der dynamischen Programmierung):

a1 a2 a3 a4 . . . an−1 an

ONMLHIJKV1,1

..
..

..
..

..
..

..
.

ONMLHIJKV1,2

IIIIIIIIIIIIIII
V2,2

ONMLHIJKV1,3

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX V2,3

v~ uuuu
uuuu

V3,3

ONMLHIJKV1,4
ONMLHIJKV2,4

ONMLHIJKV3,4
ONMLHIJKV4,4

...
...

...
...

V1,n−1 V2,n−1 V3,n−1 V4,n−1 · · · GF ED@A BCVn−1,n−1

LLLL

V1,n V2,n V3,n V4,n · · · GF ED@A BCVn−1,n
ONMLHIJKVn,n

Achtung: Dieses Schema unterscheidet sich etwas von dem Schema, dass in Informatik IV vorgestellt
wurde.
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Dieses Schema kann man derart erweitern, daß nicht nur entschieden wird, ob ein Wort zur
erzeugten Sprache der Grammatik gehört, sondern auch der entsprechende Ableitungsbaum
erzeugt wird.

Beispiel 3.10
Wir überprüfen mit Hilfe des CYK-Algorithmus, ob das Wortw = abbb von der folgenden
GrammatikG erzeugt wird:

S → AA
A→ CS | SS
A→ b
C → a

w = a b b b
{C}
∅ {A}
{A} {S} {A}
{S} ∅ {S} {A}

WegenS ∈ V1,4 = {S} gilt w ∈ L(G).

In dem Beispiel haben die MengenVi,j höchstens ein Element; das liegt aber an der speziellen Struktur
des Beispiels; im allgemeinen können die MengenVi,j mehr als ein Element enthalten.

4.2 Unentscheidbarkeitsresultate

Viele Probleme, die für reguläre Sprachen entscheidbar sind, sind für kontextfreie Sprachen
breits unentscheidbar.

Satz 3.31 (Unentscheidbare Eigenschaften kontextfreier Sprachen)
Die folgenden Eigenschaften für kontextfreie Sprachen sind nicht entscheidbar:

- L(G) = Σ∗

- L(G1) = L(G2) (Äquivalenz)

- L(G1) ⊆ L(G2) (Inklusion)

- L(G1) ∩ L(G2) = ∅ (Disjunktheit)

- L(G1) ∩ L(G2) kontextfrei ?

- L(G) regulär ?

- L(G) kontextfrei ?

Beweis:Der Beweis ist uns im Moment noch nicht möglich. Das wesentliche Argument für die
Unentscheidbarkeit der Disjunktheit ist, dass wir die “gültigen Berechnungen” einer Turing-
Maschine als Durchschnitt zweier kontextfreier Grammatiken formulieren können. Wir kom-
men später darauf zurück (siehe Satz5.12und Übungsblatt 11, Aufgabe 2 und Übungsblatt 12,
Aufgabe 1.c). �
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5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

5.1 Motivation und Überblick

In Abschnitt2 haben wir ein aus theoretischer Sicht sehr schönes Resultat kennengelernt: Die
kontextfreien Sprachen sind genau die Sprachen, die von nicht-deterministischen Kellerautoma-
ten akzeptiert werden. Der Preis für diese Äquivalenz ist der Nicht-Determinismus (im Gegen-
satz zu endlichen Automaten können wir nicht jeden nicht-deterministischen Kellerautomaten
in einen äquivalenten deterministischen Kellerautomaten überführen).
Für die Konstruktion von Parsern sind nicht-deterministische Kellerautomaten nicht beson-
ders geeignet, da der Nicht-determinismus irgendwie simuliert werden muß (z.B. durch Back-
tracking) das ist aber sehr ineffizient. Selbst wenn man den effizienteren CYK-Algorithmus
einsetzt, benötigt das ParsenO(n3) Zeit in der Länge der Eingaben. Dies ist für die meisten
praktische Anwendung (Compilerbau) viel zu aufwendig5.
Wenn der Kellerautomat deterministisch ist, können wir ein Wort in linearer Zeit (d.h.O(n))
parsen. Das ist das, was wir uns für die Praxis wünschen. Deshalb betrachten wir diese Sprachen
etwas genauer; noch ausführlich werden sie natürlich in der Vorlesung Compilerbau betrachtet.

Definition 3.32 (Deterministisch kontextfreie Sprache)Eine kontextfreie SpracheL heißt de-
terministisch, wenn es einen deterministischen KellerautomatenA gibt, der die SpracheL über
Endzustände akzeptiert (d.h.L = L(A)).

Bemerkungen:

1. Wenn wir die in Definition3.32Akzeptierung mit leeren Keller wählen, ist die Definition
der deterministisch kontextfreien Sprachen echt schwächer!

Eine von einem deterministischen Kellerautomat mit leerem Keller akzeptierte Sprache ist präfix-
frei. Dies gilt für Sprachen die von einem deterministischen Kellerautomaten über Endzustände
akzeptiert wird nicht.

2. Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch sind! Beispielsweise ist die Spra-
che{w←−w | w ∈ Σ∗} für |Σ| ≥ 2 kontextfrei aber nicht deterministisch! Wir verzichten
hier auf einen Beweis und geben lediglich eine Plausibilitätserklärung: Der Kellerautomat
muß die Mitte des eingelesenen Wortes erraten.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen liegt also echt zwischen der Klas-
se der regulären Sprachen und der Klasse der kontextfreien Sprachen und „neben“ den
linearen Sprachen.

Bevor wir uns der Syntaxanalyse zuwenden untersuchen wir zunächst die Abschlußeigenschaf-
ten und die Entscheidbarkeitseigenschaften der deterministisch kontextfreien Sprachen. Da gibt
es – im ersten Augenblick vielleicht überraschend – deutliche Unterschiede zu den kontextfrei-
en Sprachen.

5 Wer mag bei einem vier mal längeren Programm schon 64 mal länger warten, bis es übersetzt ist (1 Min.→
1 Std.).
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5.1.1 Abschlußeigenschaften

Deterministisch kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter:

- Komplementbildung: Die Beweisidee hierfür ist ähnlich wie bei den endlichen Automa-
ten. Der Beweis ist aber wegen derε-Übergänge etwas komplizierter.

Deterministisch kontextfreie Sprachen sindnicht abgeschlossen unter:

- Durchschnittsbildung: Der Beweis geht wie für kontextfreien Sprachen:anbnc∗ unda∗bncn

sind deterministisch kontextfrei; ihr Durchschnittanbncn ist nicht einmal kontextfrei.

- Vereinigung: Sonst wären sie mit dem Abschluß unter Komplement und dem Gesetz von
de Morgan auch unter Durchschnitt abgeschlossen.

- Konkatenation: (ohne Beweis)

- Kleen’sche Hüllenbildung: (ohne Beweis)

Wie sieht es mit dem Abschluß der deterministisch kontextfreien Sprachen unter Homomorphismen und
inversen Homomorphismen aus?
Unter den Homomorphismen ist die Klasse der deterministisch kontextfreie Sprachen nicht abgeschlos-
sen (Beispiel: Testat 2).
Unter inversen Homomorphismus hingegen schon. Das liegt daran, daß man den Abschluß unter inver-
sen Homomorphismen über das Automatenmodell der Sprachklasse zeigt. Und deterministisch kontext-
freie Sprachen sind (nur) über das Automatenmodell definiert.

5.1.2 Entscheidbarkeit

Einige Probleme, die für kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar sind, sind für deterministisch
kontextfreie Sprachen entscheidbar.
Für eine deterministisch kontextfreie SpracheL ist (wenn sie als deterministischer Kellerauto-
mat gegeben ist) entscheidbar, ob

- L = Σ∗ gilt? Denn wegen des Abschlusses unter Komplement istL deterministisch kon-
textfrei und insbesondere kontextfrei. Es giltL = Σ∗ gdw.L = ∅; diese Frage ist wegen
Lemma3.29entscheidbar.

- L deterministisch kontextfrei ist? Dies ist trivial ("ja"), da die deterministisch kontextfrei-
en Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind.

5.2 Syntaxanalyse

In diesem Abschnitt werden wir die Prinzipien der Top-down- und Bottom-up-Syntaxanalyse
anhand von Beispielen verdeutlichen. Hier geht es nur darum, ein „Gefühl“ für diese Prinzi-
pien zu entwickeln. Für eine ausführlichere und formalere Darstellung verweisen wir auf die
Literatur zum Compilerbau.

Um die Unterschiede zwischen Top-down- und Bottom-up-Analyse zu Verdeutlichen benutzen wir ein
laufendes Beispiel. Unsere Beispielsprache ist regulär; wir schießen also eigentlich mit Kanonen auf
Spatzen. In der Praxis würde man weder Bottom-up noch Top-down-Analyse betreiben, sondern einen
endlichen Automaten bemühen. Trotzdem läßt das Beispiel die wesentlichen Ideen ganz gut erkennen.
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Beispiel 3.11 (Top-down-Analyse)
Wir betrachten die folgende Grammatik, die die reguläre Sprachea∗b + a∗c erzeugt:

S → B | C
B → aB | b
C → aC | c

Nun betrachten wir die Berechnung eines Kellerautomaten, der diese Sprache akzeptiert. Der
Automat wird wie im Beweis von Satz3.22konstruiert – wir verzichten hier darauf, den Auto-
maten explizit anzugeben. Die Berechnung des Automaten für das Wortaaab ist auf der linken
Seite dargestellt:

qS

qB

aqB

aaqB

aaaqB

aaabq

S

��@
@@

@@

B

  @
@@

@@

��~~
~~

~

a B

  @
@@

@@

~~~~
~~

~

a B

  @
@@

@@

~~~~
~~

~

a B

��
b

S
⇓ L

B
⇓ L

aB
⇓ L

aaB
⇓ L

aaaB
⇓ L

aaab

In der Mitte ist der zu dieser Berechnung gehörige Ableitungsbaum dargestellt und auf der
rechten Seite die zugehörige Linksableitung.

In diesem Beispiel wird im Laufe der Berechnung der Ableitungsbaum von oben nach unten
aufgebaut. Dabei wir während der Berechnung das Eingabewort von links nach recht eingele-
sen; die Berechnung entspricht einerLinksableitung der Grammatik. Deshalb spricht man bei
diesem Vorgehen vomTop-down-Prinzipbzw.LL-Prinzip.

Das ersteL in LL steht für die Leserichtung (vonlinks nach rechts). Das zweiteL steht für die Berech-
nung einerLinksableitung.

Im Beispiel haben wir am Anfang der Berechnung die ProduktionS → B ausgewählt, weil
nur so später dasb am Ende des Wortes erzeugt werden kann. Um die richtige Entscheidung
zu treffen, muß man also bereits beim Lesen des ersten Zeichens das letzte Zeichen der Ein-
gabe kennen. Man kann die richtige Entscheidung also nicht durch beschränkteVorausschau
(lookahead) vonk Zeichen treffen. Der Kellerautomat ist deshalb nicht deterministisch und die
Grammatik ist keineLL(k)-Grammatik. Und der Kellerautomat ist keinLL(k)-Parser. Wenn sich
dagegen in allen Situationen die richtige Entscheidung aufgrund der nächstenk Eingabezeichen
treffen läßt, spricht man von einer LL(k)-Grammatik bzw. einem LL(k)-Parser.

Wir können nun versuchen, den Ableitungsbaum von unten nach oben aufzubauen.

Beispiel 3.12
Hierzu verwenden wir wieder die Grammatik aus Beispiel3.11 und geben eine Berechnung
eines entsprechenden Kellerautomaten an. Allerdings stellen wir die Konfigurationen der Bere-
chung jetzt etwas anders dar. Jetzt steht der Keller auf der linken Seite und die restliche Eingabe
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– getrennt durch einen Punkt – auf der rechten Seite:α.w, wobeiα der aktuelle Kellerinhalt
undw die restliche Eingabe ist.
Der Kellerautomat schiebt die Eingabezeichen auf seinen Keller (shift-Aktion) und versucht
dann, die obersten Zeichen auf seinem Keller mit der rechten Seite einer Regel der Grammatik
zu identifizieren und dann durch die linke Seite dieser Regel zu ersetzen (reduce-Aktion). Die
Berechung ist auf der linken Seite dargestellt. In der Mitte ist der Ableitungsbaum dargestellt;
da er von unten nach oben erzeugt wird, ist er hier auf dem Kopf dargestellt. Rechts ist die
entsprechende Rechtsableitung dargestellt:

Stack︷ ︸︸ ︷ Eingabe︷︸︸︷
a

aa
aaa

.

.

.

.

aaab
aab
ab
b

 shift

aaab

aaaB

aaB

aB

B

S

.

.

.

.

.

.

.



reduce

b

a B

OO

a B

OO``@@@@@

a B

>>~~~~~

``@@@@@

B

>>~~~~~

__@@@@@

S

??~~~~~

aaab
⇑ R

aaaB
⇑ R

aaB
⇑ R

aB
⇑ R

B
⇑ R

S

Im Beispiel werden zunächst nur shift-Aktionen ausgeführt und dann nur reduce-Aktionen. Im allge-
meinen treten diese Aktionen jdoch beliebig gemischt auf.

Da der Ableitungsbaum von unten nach oben aufgebaut wird, nennen wir einen Kellerauto-
maten, der nach diesem Prinzip vorgeht, einenBottom-up-Parser. Da die Berechnung einer
rückwärts gelesenen Rechtsableitung entspricht, wird er auchLR-Parsergenannt6.
In unserem Beispiel ist die Konstruktion des Ableitungsbaumes von unten nach oben determini-
stisch – und zwar für alle Eingabewörter. Der Grund dafür ist, daß im Beispiel erst die gesamte
Eingabe auf den Keller geschoben wird; das letzte Eingabezeichen entscheidet dann, ob wir zu
B oder zuC reduzieren. Ganz allgemein gilt:

Merksatz: (deterministische) LR-Parser sind leistungsfähiger als (deterministische) LL-Parser.
Eine Plausibilitätserklärung dafür ist, dass LR-Parser (im Extremfall wie in unserem Beispiel)
die gesamte Eingabe “ansehen” können, indem sie sie auf den Keller schieben (shift), bevor sie
die Ableitung durch Reduktion des Kellers (reduce) generieren.

6 Das L steht weiterhin für das Lesen der Eingabe von links nach rechts; das R steht für die Konstruktion der
Rechtsableitung.



94 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN

5.3 LR(0)-Parser

Da LR-Parser leistungsfähiger als LL-Parser sind, werden in der Praxis hauptsächlich LR-Parser
oder Varianten davon (SLR- oder LALR-Parser) eingesetzt. In diesem Abschnitt stellen wir die
wesentlichen Konzepte, die bei der Konstruktion von LR-Parsern eine Rolle spielen, vor. Der
Einfachheit halber beschränken wir uns jedoch auf LR(0)-Parser, d.h. Parser die ohne Zeichen-
voraussschau auskommen. Das ist (bei LR-Parsern) keine wesentliche Einschränkung und die
wesentlichen Ideen werden bereits bei der Konstruktion von LR(0)-Parsern deutlich.
Auch hier geht es vor allem darum, ein Gefühl für die Konstruktionen zu entwickel; die theore-
tischen Grundlagen werden nur am Rande erwähnt.

Bemerkung: Im folgenden gehen wir immer davon aus, dass die betrachteten Grammatiken
keine nutzlosen Symbole enthalten. Außerdem soll das Startsymbol in keiner rechten Seite vor-
kommen (notfalls fügen wir ein neues StartsymbolS ′ und eine neue RegelS ′ → S hinzu).

Idee: Zunächst diskutieren wir die Idee, die der Definition der LR(0)-Grammatiken zugrun-
deliegt: Angenommen wir haben in einem LR-Parser die Konfigurationαβ.u undX → β ist
eine Regel der Grammatik. Dann könnte der LR-Parser die Reduktion zuαX.u durchführen.
Damit der Parser ohne Zeichenvorausschau deterministsisch ist müssen wir gewährleisten, daß
es für jede andere (oder sogar dieselbe) restliche Eingabev keine anderen Aktion gibt, d.h.αβ.v
sollte auch zuαX.v reduziert werden. Dies können wir nun mit Hilfe der Rechtsableitungen der
Grammatik etwa wie folgt formulieren:

αXu
R⇒ αβu

γY w
R⇒ αβv

}
⇒

γ = α
Y = X
v = w

α, β, γ ∈ (V ∪ Σ)∗,
u, v, w ∈ Σ∗,
X, Y ∈ V

Dabei wirdβ Schlüsselvon αβu genannt. In der formalen Defintion müssen wir noch fordern,
daßαβu undαβv auch Satzformen der Grammatik sind.

Definition 3.33 (LR(0)-Grammatik, LR(0)-Sprache) Eine kontextfreie GrammatikG heißt
LR(0)-Grammatik, wenn für alleα, β, γ ∈ (V ∪ Σ)∗ undu, v, w ∈ Σ∗ mit

S
R⇒
∗
G αXu

R⇒G αβu

S
R⇒
∗
G γY w

R⇒G αβv

gilt γ = α, Y = X undv = w.
Eine Sprache heißtLR(0)-Sprache, wenn es eine LR(0)-GrammatikG gibt, die sie erzeugt.

Beispiel 3.13
Unsere Beispielgrammatik aus Beispiel3.11die im folgenden noch einmal angegeben ist, ist
eine LR(0)-Grammatik.

S → B | C
B → aB | b
B → aC | c
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Die Rechtssformender Grammatik, d.h. die Satzformenγ mit S
R

⇒∗
G γ, haben die FormS,

a∗B, a∗C, a∗b odera∗b. Zum Beweis, daß diese Grammatik eine LR(0)-Grammatik ist, müssten
wir jetzt für alle diese Satzformen die Definition überprüfen.

Wir betrachten hier exemplarisch den Falla∗B. Gelte alsoS
R⇒
∗

αXu
R⇒ αβ mit αβu = aiB

für ein i ∈ N. Wegenu ∈ Σ∗ gilt dannu = ε. Wir unterscheiden nun zwei Fälle

i ≥ 1: Dann giltα = ai−1, β = aB undX = B.

Sei nunγY v eine Rechtssatzform mitγY v
R⇒ aiBv. Dann gilt v = ε, Y = B und

γ = ai−1 = α.

i = 0: Also α = ε, β = B undX = S.

Für jede RechtsatzformγY v mit γY v
R⇒ Bv gilt dann ebensfallsv = ε, γ = ε = α und

Y = S.

Der Beweis für die anderen Fälle ist im wesentlichen analog.

Das explizite Nachrechnen der Defintion ist sehr aufwendig; deshalb werden wir im folgenden eine
Technik entwickeln, mit der wir die LR(0)-Eigenschaft einer Grammatik automatisch überprüfen kön-
nen.

Nun betrachten wir ein Gegenbeispiel

Beispiel 3.14
Die Grammatik

S → Bb | Cc
B → Ba | ε
B → Ca | ε

erzeugt dieselbe Sprache wie die Grammatik aus Beispiel3.13, sie ist jedoch keine LR(0)-
Grammatik. Hierzu lässt sich das folgende Gegenbeispiel angeben:

S
R⇒
∗

Bb
R⇒ b

S
R⇒
∗

Cc
R⇒ c

mit α = γ = ε, β = ε, u = b,v = c undX = B undY = C. D.h. wir müssen, ohne die nächste
Eingabe (b bzw.c) zu kennen, raten, ob wirβ = ε zuB oder zuC reduzieren sollen.

Achtung: Die von der Grammatik erzeugte Sprache ist eine LR(0)-Sprache, obwohl die Grammatik
keine LR(0)-Grammatik ist. Tatsächlich ist die Sprache sogar regulär.

Wir gehen nun den folgenden Fragen nach:

- Ist entscheidbar, ob eine Grammatik eine LR(0)-Grammatik ist?

- Wenn ja, wie?

Dazu definieren wir einige Begriffe und stellen wir einige Beobachtungen an:

- γ heißtlebensfähiges PräfixvonG, wennα, β ∈ (V ∪Σ)∗, u ∈ Σ∗ undX ∈ V existieren,

so daßγ ein Präfix vonαβ ist und gilt:S
R⇒
∗
G αXu

R⇒G αβu.
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- Die lebensfähigen Präfixe vonG entsprechen im wesentlichen den möglichen Kellerin-
halten eines LR(0)-Parsers.

- Die lebensfähigen Präfixe vonG bilden eine reguläre Sprache.

Als Beispiel greifen wir wieder auf die Grammatik aus Beispiel3.11zurück, fügen aber
aus technischen Gründen eine neues AxiomS ′ hinzu:

S ′ → S
S → B | C
B → aB | b
C → aC | c

Für diese Grammatik wird die Sprache ihrer lebensfähigen Präfixe vom folgenden endli-
chen Automaten erkannt (wobei jeder Zustand des Automaten ein Endzustand ist):

..GF ED@A BCS ′ → .S
S //

ε
��

ε

!!

GF ED@A BCS ′ → S.

GF ED@A BCS → .B
B //

ε
��

ε

��

GF ED@A BCS → B.

GF ED@A BCB → .b
b //GF ED@A BCB → b.

GF ED@A BCB → .aB
a //GF ED@A BCB → a.B

B //
εyy

εkk

GF ED@A BCS ′ → aB.

GF ED@A BCS → .C
C //

ε
��

ε

��

GF ED@A BCS → C.

GF ED@A BCC → .c
c //GF ED@A BCC → c.

GF ED@A BCC → .aC
a //GF ED@A BCC → a.C

C //
εyy

εkk

GF ED@A BCS ′ → aC.

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert:

- FürA→ X1 . . . Xn heißtA→ X1 . . . Xi . Xi+1 . . . Xn ein ElementvonG; die Elemente
vonG sind die Zustände des Automaten für die lebensfähige Präfixe vonG. Ein Element
A→ X1 . . . Xn. heißtvollständig; in einem solchen Zustand kann reduziert werden.

- Von jedem ElementA → X1 . . . Xi . Xi+1 . . . Xn gibt es einen Übergang mitXi+1 zu
dem ElementA→ X1 . . . Xi+1 . Xi+2 . . . Xn.

Von jedem ElementA → X1 . . . Xi . Xi+1 . . . Xn mit Xi+1 = A ∈ V gibt es einenε-
Übergang zu jedem Element der FormA→ .Y1 . . . Yk.

- Wir sagen zweiElemente stehen in Konflikt, wenn entweder beide vollstänig sind (reduce/re-
duce-Konflikt) oder wenn ein Element vollständig ist und das andere von der FormA→
X1 . . . Xi.aXi+1 . . . Xn (shift/reduce-Konflikt).
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- Die Grammatik ist eine LR(0)-Grammatik, wenn für kein Wortγ ∈ (V ∪ Σ)∗ gilt:

//GF ED@A BCS ′ → .S
γ // GFED@ABCE1

//GF ED@A BCS ′ → .S
γ // GFED@ABCE2

undE1 undE2 sind zwei verschiedene Elemente, die in Konflikt stehen.

D.h. für kein lebensfähiges Präfixγ von G besteht ein shift/reduce- oder ein reduce/reduce-
Konflikt.

- Diese Bedingung können wir einfach überprüfen, indem wir den zugehörigen determini-
stischen Automaten konstruieren:'

&

$

%

S′ → .S
S → .B
B → .b
B → .aB
S → .C
C → .c
C → .aC

0

�� �
S′ → S.1

�� �
S → B.2

�� �
S → C.
3

'

&

$

%

B → a.B
B → .b
B → .aB
C → a.C
C → .c
C → .aC

4 �� �
B → aB.
5

�� �
C → aC.
6

�� �
B → b.7 �� �
C → c.
8

S

B

C

a

b

c

a

B

C

b
c

Wenn in diesem deterministischen Automaten in irgendeinem Zustand zwei Elemente
vorkommen, die in Konflikt stehen, dann ist die Grammatik nicht LR(0); andernfalls ist
sie LR(0).

Zusammenfassung: Entscheidungsverfahren für die LR(0)-Eigenschaft einer GrammatikG:

- Konstruiere den endlichen Automaten für die lebensfähigen Präfixe vonG; dieser Auto-
mat ist im allgemeinen wegen derε-Übergänge nicht deterministisch.

- Konstruiere den zugehörigen deterministischen endlichen Automaten.

- Überprüfe, ob in einem Zustand zwei Elemente vorkommen, die in Konflikt stehen.

· Wenn ja, dann istG keine LR(0)-Grammatik!

· Wenn nein, dann istG eine LR(0)-Grammatik!

Aus dem deterministischen Automaten für die lebensfähigen Präfixe läßt sich unmittelbar ein
LR-Parser für die Grammatik konstruieren. Mit Hilfe des endlichen Automaten wird dabei ent-
schieden, ob als nächstes eine shift-Aktion oder eine reduce-Aktion ausgeführt werden soll. Die
Idee werden wir hier wieder nur anhand eines Beispiels vorstellen (etwas genauer werden wir
uns die Konstruktion in der Übung ansehen: Blatt 10, Aufgabe 2).
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Beispiel 3.15 (Konstruktion eines LR(0)-Parsers)
Wir verwenden wieder die Grammatik aus Beispiel3.11. Die nachfolgende Abbildung zeigt,
wie der Parser auf dem Wortaaab arbeitet. Dabei werden im Keller neben den lebensfähi-
gen Präfixen auch die Zustände des Automaten gespeichert. Der eigentliche Kellerinhalt und
die Zustände des Automaten alternieren. Die rot dargestellten Zahlen für die Zustände des de-
terministischen endlichen Automaten, die oberste Zahl entspricht dem aktuellen Zustand des
deterministischen endlichen Automaten. Wenn aufS ′ reduziert wird, wird der Keller gelöscht:

0.aaab
0a4.aab

0a4a4.ab
0a4a4a4.b

0a4a4a4b7.
↓

0a4a4a4B5.
↓

0a4a4B5.
↓

0a4B5.
↓

0B2.
↓

0S1.
↓

.

Da in einem Reduktionsschritt des LR-Parsers mehrere (mind. zwei) Kellersymbole verändert
werden, muß ein Reduktionsschritt des Parsers durch mehrere Schritte des Kellerautomaten
simuliert werden:

- Löschen der rechten Seite vom Keller (nebst den Zuständen dazwischen).

- Berechnung des neuen Zustandes des DEA aus dem nun obersten Zustand des Kellers.

- Schreiben der linken Seite und des neuen Zustandes auf den Keller

Dies wird in der Übung (Blatt 10, Aufgabe 2) noch etwas genauer behandelt.

Bemerkung::

- Jede LR(0)-Grammatik ist eindeutig.

- Die LR(0)-Sprachen sindgenaudie präfixfreien7 deterministisch kontextfreien Sprachen.

WennL deterministisch kontextfrei ist, istL$ präfixfrei und deterministisch ($ ist dabei
ein eine Sondersymbol zur Markierung des Endes eines Wortes, das sonst nirgends vor-
kommt). Durch Hinzufügen der Endemarkierung$ können wir für jede deterministisch
kontextfreie Sprache einen LR(0)-Parser bauen.

7 Eine SpracheL heißtpräfixfrei, wenn für kein Paaru v v mit u 6= v sowohlu ∈ L als auchv ∈ L gilt.
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- In der Praxis werden Parser mitk Zeichen Vorausschau benutzt LR(k)-Parser. Die Idee
der Definition der LR(k)-Grammatiken ist fast dieselbe wie bei LR(0)-Grammatiken. Al-
lerdings schränken wird die Bedingungen auf Situationen ein, in denenu undv auf den
erstenk Zeichen (der Vorausschau) übereinstimmen: Also, wennu undv auf den ersten
k Zeichen übereinstimmen und wenn

S
R

⇒∗
G αXu

R⇒G αβu

S
R

⇒∗
G γY w

R⇒G αβv

gilt, dann giltγ = α, Y = X undv = w.

- Bereits fürk = 1 ist die Klasse der LR(k)-Sprachen genau die Klasse der deterministisch
kontextfreien Sprachen. Es gilt also (für die Sprachklasse)

LR(1) = LR(2) = LR(3) = . . .

Allerdings gibt es für jedesk ∈ N eine Grammatik die zwar LR(k + 1)-Grammatik ist,
aber nicht LR(k)-Grammatik.

- Der Automat für die lebensfähigen Präfixe (unter Berücksichtigung der nächstenk Ein-
gabezeichen) wird ähnlich wie für LR(0)-Grammatiken definiert; auch der zugehörige
LR(k)-Parser wird dann analog konstruiert. Die Konstruktion ist aber komplizierter. In
der Praxis werden deshalb andere Varianten (SLR(k)- oder LALR(k)-Grammatiken be-
nutzt). Näheres hierzu wird in der Vorlesung „Compilerbau“ behandelt.

6 Zusammenfassung und Überblick

In diesem Abschnitt geben wir noch einmaleinen Überblick über die Hierarchie der von uns in
den vorangegangenen Kapiteln betrachteten Sprachklassen.
Die Abbildungen3.11und3.12zeigen zwei verschiedene Darstellungen der Inklusionsbezie-
hungen zwischen den verschiedenen Sprachklassen. In Abbildung3.11sind zusätzlich Beispiele
für Sprachen in den entsprechenden Klassen angegeben; diese Beispiele zeigen insbesondere,
daß die linearen Sprachen und die deterministisch kontextfreien Sprachen (bzgl. Mengeninklu-
sion) unvergleichbar sind.
In Abbildung 3.12 haben wir zusätzlich die Klasse der präfixfreien regulären Sprachen auf-
genommen, damit die Sprachhierarchie unten etwas „hübscher“ endet (sonst hätten wir zwei
unvergleichbare minimale Elemente).

Achtung: Wir müssen immer sorgfältig unterscheiden, ob wir über Sprachklassen oder Gram-
matiken reden:

- Als Sprachklassen betrachtet gilt LR(1) = LR(2) = LR(3) = . . .

- Aber es gibt eine LR(2)-Grammatik, die keine LR(1)-Grammatik ist.
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�

Abbildung 3.11. Überblick über die unterschiedlichen Sprachklassen.
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Alle nicht explizit aufgeführten Inklusionen gelten nicht.

Abbildung 3.12. Überblick über die unterschiedlichen Sprachklassen.
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Kapitel 4

Die Chomsky-Hierarchie

1 Überblick

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir zwei Sprachklassen (nebst einigen Spezi-
alfällen) kennengelernt. Diese beiden Klassen ordnen sich in eine Hierarchie von insgesamt
vier Sprachklassen ein, die erstmals von N. Chomsky vorgeschlagen wurde: dieChomsky-
Hierarchie. Die Sprachklassen werden jeweils über ein Grammatik mit bestimmten syntakti-
schen Einschränkungen definiert und zu jeder Klasse gibt es ein naheliegendes Automatenmo-
dell.
Zusätzlich zu den Klassen, die wir schon kennen, gibt es diekontextsensitiven Sprachenund
die aufzählbarenSprachen. Die kontextsensitiven Sprachen werden wir kurz in Abschnitt2
ansprechen. Die aufzählbaren Sprachen werden in Kapitel5 noch ausführlicher behandelt.
Die Chomsky-Hierarchie ist in Abb.4.1dargestellt.

In der Vorlesung wurde dieses Kapitel zurückgestellt und erst am Ende der Vorlesung besprochen.
Deshalb wird hier auf manche Begriffe vorgegriffen (z.B. auf den Begriff der Turing-Maschine). Dies
sollte aber mit den Kenntnissen aus den Grundstudiumsvorlesungen kein Problem sein.

2 Kontextsensitive Sprachen

Die Idee hinter denkontextsensitivenbzw. monotonenSprachen ist es, in den Grammatiken
Produktionen der FormαAβ → αβγ mit |γ| ≥ 1 zuzulassen. Intuitiv erwartet man, daß je-
de kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist – auch deshalb, weil wir eine Hierarchie von
Sprachklassen bilden wollen. Allerdings gibt es dabei ein technisches Problem:

- Eine ProduktionA→ ε ist gemäß der obigen Bedingung nicht kontextsensitiv.

- Deshalb kann keine kontextsensitive Sprache kann das leere Wort enthalten, wenn wir bei
der obigen Definition bleiben.

Daher gelten fürε einige Sonderregel.

103
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Typ Name Grammatiken
Automaten-
bzw. Maschi-

nenmodell

Typ 0

Details:
Kapitel 5
Seite134

rekursiv
aufzählbare
Sprachen

- beliebig

- A1 . . . An → α mit n ≥ 1

- weitere Varianten

(D)TM = NTM

Typ 1

Details:
Kapitel 4
Seite103

kontext
sensitive
Sprachen

- kontextsensitiv1

αAβ → αγβ mit |γ| ≥ 1

- monoton1 (monoton)
α→ β mit |β| ≥ |α|

TM mit linear
beschränktem
Band, LBA

Typ 2

Details:
Kapitel 3
Seite99

kontextfreie
Sprechen

- kontextfrei
A→ α

(N)KA 6= DKA

Typ 3

Details:
Kapitel 2
Seite50

regulären
Sprachen

- regulär
A→ wB (rechtslinear) oder
A→ Bw (linkslinear)

(N)EA = DEA

Abbildung 4.1. Die Chomsky-Hierarchie
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Definition 4.1 (Kontextsensitiv, monoton)

1. Eine GrammatikG heißtkontextsensitiv, wenn jede Regel die FormαAβ → αγβ mit
|γ| ≥ 1 hat.

Wenn das AxiomS auf keiner rechten Seite vorkommt, darf die Grammatik auch die Regel
S → ε enthalten.

2. Eine GrammatikG heißtmonoton(nicht-verkürzend, beschränkt), wenn für jede Regel
α→ β gilt |β| ≥ |α|.
Wenn das AxiomS auf keiner rechten Seite vorkommt, darf die Grammatik auch die Regel
S → ε enthalten.

3. Eine Sprache heißtkontextsensitiv, wenn sie von einer kontextsensitiven Grammatik er-
zeugt wird

Achtung: Manchmal werden auch die Grammatiken, die wir monoton nennen, als kontext-
sensitive Grammatiken eingeführt! Der Grund dafür ist der nachfolgende Satz:

Satz 4.2 (Monotone Grammatiken und kontextsensitive Sprachen)Eine Sprache ist genau
dann kontextsensitiv, wenn es eine monotone Grammatik gibt, die sie erzeugt.

Satz 4.3 (Entscheidbarkeit des Wortproblems)Für ein Wortw ∈ Σ∗ und eine kontextsensi-
tive GrammatikG ist entscheidbar, ob giltw ∈ L(G).

Beweis: Idee: Systematische Generierung aller Wörterv ausL(G) mit |v| ≤ |w|. Dies ist
möglich, da die Regeln monoton sind. �
Diese Idee motiviert auch das zu den kontextsensitiven Sprachen gehörige Automatenmodell:
Turing-Maschinen, die nie über das linke bzw. rechte Ende der ursprünglichen Ausgabe hin-
auslaufen:linear beschränkte Automaten(LBA). Technisch begrenzt man die Eingabew durch
zwei Sonderzeichen:|cw$. Wenn der Kopf auf$ steht, macht er keine Rechtsbewegung, wenn er
er auf|c steht, macht er keine Linksbewegung.

Satz 4.4 (Linear beschränkter Automaten und kontextsenistive Sprachen)Eine Sprache ist
genau dann kontextsensitiv, wenn sie von einem linear beschränkten Automaten akzeptiert wird.

Beispiel 4.1
Die Turing-Maschine, die wir in der Übung 11, Aufgabe 1b konstruiert haben, war (im Prinzip)
ein LBA für die Spracheanbncn.
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Teil C

Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit
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Kapitel 5

Entscheidbare und aufzählbare Sprachen

1 Turing-Maschinen

Das Konzept derTuring-Maschinewurden von A. Turing eingeführt, um den Begriff des Be-
rechenbaren bzw. des Entscheidbaren zu formalisieren und die Grenzen des Berechenbaren zu
untersuchen. Etwa zur gleichen Zeit wurden andere Formalismen zur Charakterisierung des Be-
rechenbaren vorgeschlagen, die sich alle als gleich mächtig erwiesen haben. Dies führte dann
zurChurch’schen These:

Das was wir intuitiv als berechenbar auffassen, stimmt genau mit dem überein,
was man mit Turing-Maschinen (oder mit den anderen äquivalenten Formalismen)
berechnen kann (Turing-Berechenbarkeit).

Diese These ist prinzipiell nicht beweisbar! Aber (fast) alle Mathematiker und Informatiker
glauben daran. In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf das Entscheidbare (und um das
Aufzählbare). Um den Begriff des Berechenbaren kümmern wir uns erst im Kapitel6. Das
Konzept der Turing-Maschine ist aber schon im Hinblick auf den Begriff des (mechanisch)
Berechenbaren gebildet:

- beliebig viel Platz (bzw. Papier) für Nebenrechnungen

- lokale Symbolmanipulationen

- Steuerung der Symbolmanipulationen durch eine (endliche) Berechnungsvorschrift (end-
liche Kontrolle)

Turing’s Formalisierung:

- Die Maschine besitzt ein unendliches Band mit unendlich vielen Feldern zum Speichern
von Symbolen.

- In jedem Berechnungsschritt kann die Maschine nur den Inhalt jeweils eines Feldes lesen
und verändern. Dazu besitzt die Maschine einen Schreibe-/Lesekopf, der auf genau einem
Feld steht.
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endliche
Kontrolle

6

B B a1 a2 a3 . . . an B B B

Abbildung 5.1. Schematische Darstellung einer Turing-Maschine.

- In einem Berechnungsschritt kann die Maschine den Kopf um ein Feld nach links oder
rechts bewegen.

- Neben dem Band besitzt die Maschine eine eine endliche Menge von Zuständen. Der
Zustand kann sich in jedem Berechnungsschritt ändern.

- Das in einem Berechnungsschritt auf das Band geschriebene Symbol, die Bewegungs-
richtung des Kopfes und der Zustand nach dem Schritt hängt nur vom aktuellen Zustand
und dem gelesenen Symbol ab.

Formal definieren wir eine Turing-Maschine wie folgt:

Definition 5.1 (Turing-Maschine, TM)
EineTuring-MaschineM über einem AlphabetΣ besteht aus:

- einer endlichen Menge vonZuständenQ

- einemBandalphabetΓ mit Γ ⊇ Σ, Q ∩ Γ = ∅ undB ∈ Γ \ Σ, wobeiB Blank genannt
wird,

- einerÜbergangsrelationδ ⊆ (Q× Γ)× (Q× Γ× {l, r}),

- einemAnfangszustandq0 ∈ Q, und

- einer Menge vonEndzuständenF ⊆ Q.

Wir notierenM = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ).

Um die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache zu definieren, bilden wir – wie bei
Kellerautomaten – den Begriff derKonfigurationund definieren Übergänge zwischen den Kon-
figurationen. Dabei beschreibt eine Konfiguration den aktuellen Inhalt des Bandes, die Kopfpo-
sition auf dem Band und den aktuellen Zustand. Da wir in der Definition der Turing-Maschine
Γ ∩ Q = ∅ gefordert haben, können wir – wie bei Kellerautomaten – die Kopfposition durch
die Position des Zustandesq in einer Zeichenreihe ausΓ∗ repräsentieren.

Definition 5.2 (Konfiguration, Nachfolgekonfiguration)
SeiM eine Turing-Maschine wie in Definition5.1. Ein Wortαqβ mit α, β ∈ Γ∗ undq ∈ Q heißt
KonfigurationvonM .

1. Für β = b1 . . . bn mit n ≥ 1 und ((q, b1), (p, b
′
1, r)) ∈ δ heißtαb′1pb2 . . . bn Nachfolge-

konfigurationvonαqβ.
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2. Für α = a1 . . . ak und β = b1 . . . bn mit n, k ≥ 1 und ((q, b1), (p, b
′
1, l)) ∈ δ heißt

a1 . . . ak−1pakb
′
1b2 . . . bn Nachfolgekonfigurationvonαqβ.

3. Für β = b1 . . . bn mit n ≥ 1 und((q, b1), (p, b
′
1, l)) ∈ δ heißtpBb′1b2 . . . bn Nachfolgekon-

figurationvonqβ.

4. γ heißtNachfolgekonfigurationvonαq, wennγ Nachfolgekonfiguration vonαqB ist.

Wir schreibenγ `M γ′ wennγ′ Nachfolgekonfiguration vonγ (in M ) ist. Wenn keinγ′ mit
γ `M γ′ existiert, schreiben wirγ 0M

Obwohl das Band der Turing-Maschine unendlich ist, können wir jede Konfiguration der Turing-
Maschine durch eine endliche Zeichenreihe darstellen. Denn wir gehen davon aus, daß am Anfang
eine (endliche) Zeichenreihe ausΣ∗ auf dem Band steht; rechts und links davon stehen nur unendlich
viele Blanks. Da in jedem Berechnungsschritt nur ein Feld des Bandes beschrieben werden kann, kön-
nen also zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele Zeichen auf dem Band stehen, die vonB verschieden
sind. Links und rechts von der Konfiguration können wir uns also jeweils eine unendliche Sequenz von
Blanks denken, die wir aber nicht notieren. Bei der Definition der Übergangsrelation haben wir dies
berücksichtigt: Ggf. werden die nötigen Blanks hinzugefügt (Fall 3 und 4 der Definition).

Eine Berechnungeiner Turing-Maschine für eine Eingabew ∈ Σ∗ beginnt in derStartkonfi-
gurationq0w, d. h. auf dem Band steht die Eingabew, der Kopf steht auf dem ersten Zeichen
der Eingabe, und die Turing-Maschine befindet sich im Anfangszustandq0. Das Eingabewort
wird von der Turing-Maschine akzeptiert, wenn es ausgehend von der Startkonfiguration eine
Folge von Übergängen in eine Konfiguration gibt, in der sich die Turing-Maschine in einem
akzeptierenden Zustand (d. h. einem Endzustand) befindet.
Etwas formaler definieren wir die akzeptierte Sprache einer Turing-Maschine wie folgt:

Definition 5.3 (Akzeptierte Sprache) SeiM eine Turing-Maschine wie in Definition5.1. Die
vonM akzeptierte Spracheist definiert durchL(M) = {w ∈ Σ∗ | α, β ∈ Γ∗, q ∈ F mit q0w `∗M
αqβ}.

Beispiel 5.1
Zur Verdeutlichung betrachten wir eine Turing-Maschine, die die SpracheL(M) = {anbn|n ∈
N} akzeptiert. Der Turing-Maschine liegt die folgende Idee zugrunde: Wir inspzieren das Wort
von außen nach innen und haken passende Paare vona’s undb’s von außen nach innen ab.
Die Berechung der Turing-Maschine bei Eingabeaabb sieht dann wie folgt aus:

q0aabb  ǎq1abb  ǎaq1bb  ǎabq2b  ǎabbq2

 ǎabq3b  ǎaq4bb̌  ǎq4abb̌  q4ǎabb̌

 ǎq0abb̌  ǎǎq1bb̌  ǎǎbq2b̌  ǎǎq3bb̌

 ǎq4ǎb̌b̌  ǎǎq0b̌b̌  ǎǎb̌qeb̌

Obwohl die Idee relativ einfach ist, wird die formale Definition der Turing-Maschine schon
recht aufwendig:M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, {qe}) mit Q = {q0, q1, q2, q3, q4, qe}, Γ = {a, b, ǎ, b̌, B}



112 KAPITEL 5. ENTSCHEIDBARE UND AUFZÄHLBARE SPRACHEN

und
δ= {((q0, B), (qe, B, r)), das leere Wort wird sofort akzep-

tiert

((q0, a), (q1, ǎ, r)), a abhaken und nun zugehörigesb
suchen

((q1, a), (q1, a, r)),
die nicht abgehaktena’s nach rechts
überspringen

((q1, b), (q2, b, r)),
erstes nicht abgehaktesb’s nach
rechts überspringen

((q2, b), (q2, b, r)),
die weiteren nicht abgehaktenb’s
nach rechts überspringen

((q2, B), (q3, B, l)), wenn rechtes Ende gefunden, auf
letztesb zurücksetzen

((q2, b̌), (q3, b̌, l)),
wenn abgehaktesb gefunden, auf
letztesb zurücksetzen

((q3, b), (q4, b̌, l)), letztes (nicht abgehaktes)b abhaken

((q4, b), (q4, b, l)),
nach links bis zum letzen abgeha-
kena laufen

((q4, a), (q4, a, l)), nach links bis zum letzen abgeha-
kena laufen

((q4, ǎ), (q0, ǎ, r)),
jetzt steht der Kopf auf dem ersten
nicht abgehaktena oder auf einem
b oder einem̌b

((q0, b̌), (qe, b̌, r))}
wenn der Kopf auf einem abgehak-
tenb steht, wird die Eingabe akzep-
tiert

Die Turing-Maschine in obigem Beispiel ist deterministisch: Für jede Konfiguration gibt es
höchstens eine Nachfolgekonfiguration. Im allgemeinen kann es aber mehrere Nachfolgekon-
figurationen geben. Im folgenden werden wir überwiegend deterministische Turing-Maschinen
betrachten, weil – wie wir sehen werden – die nicht-deterministischen Turing-Maschinen nicht
mehr leisten können als die deterministischen Turing-Maschinen. Um das formulieren und be-
weisen zu können, mußtens wir jedoch erst einmal beide Varianten definieren.

Definition 5.4 (Deterministische Turing-Maschine, DTM) Eine Turing-Maschine heißtde-
terministisch, wenn für ihre Übergangsrelationδ für alle p, q, q′ ∈ Q, alle X, Y ∈ Γ und
alle m,m′ ∈ {l, r} mit

((p, X), (q, Y, m)) ∈ δ und ((p, X), (q′, Y ′, m′)) ∈ δ

gilt q = q′, Y = Y ′ undm = m′.

Für jeden Zustandp und jedes gelesene ZeichenX gibt es also genau einen möglichen Über-
gang.
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Achtung: Wenn wir nichts anderes sagen, verstehen wir unter einer Turing-Maschine immer ei-
ne deterministische Turing-Maschine (also TM̂= DTM). Wenn wir auch nicht-deterministische
Turing-Maschinen betrachten, sagen wir dies explizit (NTM).

2 Entscheidbarkeit und Aufzählbarkeit

In der Vorlesung haben wir an verschiedenen Stellen die Frage gestellt, ob ein bestimmtes Pro-
blem entscheidbar ist. Beispiele dafür waren:

- Gilt L(G1) ∩ L(G2) = ∅?

- Gilt w ∈ L(G)?

- Ist G mehrdeutig?

- Ist G eine LR(0)-Grammatik?

Dazu müssen wir zunächst den Begriff desProblemsformalisieren. Formal ist ein Problem
lediglich eine formale Sprache. Konzeptionell wird dies der Sache jedoch nicht ganz gerecht.
Deshalb holen wir etwas weiter aus, um am Ende wieder bei der formalen Definition zu landen:

Probleminstanz Jedes Problem besitzt eine Menge vonProbleminstanzen.

Eine konkrete Probleminstanz des Wortproblems für kontextfreie Sprachen sieht bei-
spielsweise wie folgt aus: Geben ist die folgende kontextfreie Grammatik:

G : S → aA | aB
A → aA | a
B → aB | b

und das Wortw = aba. Die Frage ist ob giltw ∈ L(G)?

Repräsentation Jeder Probleminstanz läßt sich eine Repräsentation in einem festen Alphabet
zuordnen.

Die obige Probleminstanz ließe sich beispielsweise wie folgt repräsentieren, wobei wir
als AlphabetΣ = {V,→, |, t, ; , :} wählen:

V → t|V |; V → t|V ||;
V | → t|V |; V | → t|;
V || → t|V ||; V || → t|| :
t|t||t|

Dabei werden die Variablen der Grammatik in ZeichenreihenV | . . . | und die Terminal-
zeichen in Zeichenreihent| . . . | übersetzt. D. h.

V =̂ S
V | =̂ A
V || =̂ B

t| =̂ a
t|| =̂ b
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Die ersten drei Zeilen der obigen Repräsentation enstprechen also der GrammatikG,
wobei die Regeln durch das Zeichen ‘;’ getrennt sind. Die vierte Zeile repräsentiert das
Wort w (getrennt durch das Zeichen ‘:’).

Auf diese Weise läßt sich jede Probleminstanz des Wortproblems für kontextfreie Spra-
chen repräsentieren.

Wahre Probleminstanzen Jede Probleminstanz ist entwederwahr oderfalsch.

Unser obiges Beispiel ist falsch, denn es gilt nichtw ∈ L(G).

Problem Formal ist einProblemdie Sprache der Repräsentationen aller wahren Problemin-
stanzen des Problems.

Technisch gibt es also keinen Unterschied zwischen einem Problem und einer Sprache. Wir
werden deshalb im folgenden den Begriff Sprache und Problem synonym verwenden. Den prag-
matischen Unterschied sollten wir jedoch immer im Hinterkopf behalten.
Nachdem wir also den Begriff des Problems konzeptuell geklärt und technisch definiert haben,
werden wir nun definieren, wann ein Problem (also eine Sprache) entscheidbar ist.

Definition 5.5 (Aufzählbarkeit und Entscheidbarkeit)
Ein Problem (eine Sprache)L heißt

1. aufzählbar, wenn es eine deterministische Turing-MaschineM mit L = L(M) gibt; sie
heißt

2. entscheidbar, wenn es eine deterministische Turing-MaschineM mit L = L(M) gibt, die
auf jeder Eingabe hält (d.h für allew ∈ Σ∗ gibt es einγ mit q0w `∗M γ 0M ).

Bemerkungen:

1. Eine Sprache ist also genau dann aufzählbar, wenn es eine (deterministische) Turing-
Maschine, die diese Sprache akzeptiert. Die Turing-Maschine muß also auf den wahren
Probleminstanzen irgendwann in einem akzeptierenden Zustand halten.

Tatsächlich könnte die Turing-Maschine nach dem Erreichen eines akzeptierenden Zustandes
sogar noch weiterarbeiten; sie muß in einem akzeptierenden Zustand nicht halten. Allerdings
können wir jede Turing-Maschine so umbauen, daß sie beim Erreichen eines akzeptierenden
Zustandes hält (ohne dabei die akzeptierte Sprache zu veränden). Deshalb sagen wir, daß eine
Turing-Maschine in einem akzeptierenden Zustand hält, selbst wenn es noch einen möglichen
Übergang gibt.

Für falsche Probleminstanzen muß die Turing-Maschine aber nicht unbedingt halten (kei-
ne Antwort ist also auch eine Antwort und heißt bei Turing-Maschinen „nein“). Bei ent-
scheidbaren Sprachen wird dagegen explizit gefordert, daß die Turing-Maschine auch für
falsche Probleminstanzen immer hält (in einem nicht-akzeptierenden Zustand; dies inter-
pretieren wir dann als „nein“).

Da also die Turing-Maschine für eine aufzählbare Sprachen nur im positiven Fall halten
muß, werden aufzählbare Sprachen auchsemi-entscheidbargenannt.
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2. Es gibt eine äquivalente Charakterisierung der aufzählbaren Probleme: EinGeneratorist
eine deterministische Turing-Maschine, die alle wahren Probleminstanzen auf ein beson-
deres Ausgabeband schreibt, getrennt durch ein ausgezeichnetes Zeichen# (vgl. Übungs-
blatt 11, Aufgabe 3). Dieser Generatorgeneriertalso alle Wörter der Sprache, bzw.zählt
sie auf. Diese äquivalente Charakterisierung rechtfertigt die Bezeichnungaufzählbar.

3. Achtung: Abzählbar und aufzählbar haben verschiedene Bedeutung! Jedes Problem ist
abzählbar (vergleiche Abschnitt3.3 in Kapitel 1), da jede Sprache abzählbar ist. Aber es
gibt Probleme, die nicht aufzählbar sind.

4. Entscheidbare Probleme werden manchmal auchrekursivgenannt; aufzählbare Probleme
werden auchrekursiv-aufzählbargenannt.

Wir haben nun die aufzählbaren und die entscheidbaren Sprachen bzw. Probleme definiert.
Noch wissen wir allerdings nicht, ob diese Klassen nicht doch zufälligeweise gleich sind. Per
Definition ist jede entscheidbare Sprache aufzählbar; die Frage ist nun, ob es eine aufzählbare
Sprache gibt, die nicht entscheidbar ist. Die Antwort ist: Ja, dasHalteproblemist aufzählbar,
aber nicht entscheidbar. Damit ist die Unterscheidung der Begriffe aufzählbar und entscheid-
bar sinnvoll. Bevor wir aber die Aufzählbarkeit und die Unentscheidbarkeit des Halteproblems
beweisen können, müssen noch das Handwerkszeug dafür bereitstellen.

3 Konstruktionen

Oft ist es mühselig, die Übergangsrelation einer Turing-Maschine explizit anzugeben1. Selbst
einfache Algorithmen führen zu großen unüberschaubaren Übergangsrelationen (vgl. Beispiel5.1).
Deshalb geben wir hier einige Standardkonstruktionen an, aus denen wir dann komplexere Al-
gorithmen aufbauen, ohne die Übergangsfunktion (explizit) anzugeben. In den meisten Fällen
genügt es uns, hinreichend plausibel zu machen, daß eine Turing-Maschine für ein bestimmtes
Problem existiert. Konstruieren werden wir diese Turing-Maschinen aber in den seltensten Fäl-
len. Die folgenden Konstruktionen sollen ein Gefühl dafür geben, „was mit Turing-Maschinen“
geht.

3.1 Suche des linken oder rechten Bandendes

Es gibt eigentlich kein Bandende; gemeint ist das Ende des bisher beschriebenen Bandes

Idee: Bewege den Kopf nach links bzw. rechts bis zu einem BlankB.

Problem: Wenn ein Blank zwischen den bisher geschriebenen Zeichen vorkommt, dann wird
dieses Blank fälschlicherweise als Bandende erkannt:

1 Noch viel schwerer ist es, eine Turing-Maschine allein aus ihrer Übergangsrelation ohne erklärende Kom-
mentare zu verstehen.
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. . . B B a b B B c d B e f g B B . . .
� r
-

wird fälschlicherweise als linkes Ende erkannt

Lösung: Die Turing-Maschine schreibt niemals ein BlankB auf das Band. Stattdessen schreibt
sie dann ein SonderzeichenB′; auf diesem Sonderzeichen verhält sich die Turing-Maschine wie
auf einemB. Zwischen den bisher geschriebenen Zeichen kann dann nur einB′ aber keinB
vorkommen.

. . . B B a b B′ B′ c d B′ e f g B B . . .
� r
-

linkes Ende erkannt

3.2 Einfügen vonk neuen Zeichena1 . . . an

Idee:

- Verschiebe den Bandinhalt links von der Kopfposition umk Zeichen nach links.

- Bewege den Kopf zur ursprünglichen Kopfposition zurück. Dazu muss man die die Po-
sition zuvor markieren (z. B. durch ein zusätzliches Sonderzeichenǎ für jedes bisherige
Bandsymbolea.

- Fügea1 . . . an in die Lücke ein.

3.3 Sequenz, Alternative, Wiederholung

Turing-Maschinen können wir durch die üblichen Kontrollkonstrukte Sequenzen Alternative
und Iteration zu neuen Turing-Maschinen kombinieren. Dazu muß man ihre Übergangsrelatio-
nen geeignet miteinander kombinieren.

Diese Kombinationen der Übergangsrelationen anzugeben, ist eine Fleißaufgabe, die an die Program-
mierung in Assembler erinnert und Ihnen vielleicht auch aus der Codegenerierung beim Compilebau
bekannt ist. Wir verzichten hier aus Zeitgründen darauf, diese Kombinationen zu formulieren.

Abbildung5.2 stellt die entsprechenden Konstrukte schematisch dar. Weitere Konstrukte wer-
den wir bei Bedarf ad hoc benutzen. In dieser Darstellung bedeutet „ja“, daß die Turing-Maschine
einen akzeptierenden Zustand erreicht hat. „nein“ bedeutet, daß es keine Nachfolgekonfigurati-
on gibt und der aktuelle Zustand kein akzeptierender Zustand ist.
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Abbildung 5.2. Schematische Darstellung: Sequenz, Alternative und Iteration.
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Abbildung 5.3. Eine Mehrspur-Turing-Maschine

3.4 Mehrspurmaschinen

Bei einerMehrspur-Turing-Maschineist das Band in mehrere Spuren unterteilt (vgl. Abb.5.3).
Alle Spuren werden gleichzeitig gelesen und geschrieben. Die Eingabe steht auf der ersten
Spur. Mehrspur-Turing-Maschinen erlauben also eine gewisse Strukturierung der Daten auf
dem Band.
Tatsächlich sind Mehrspur-Turing-Maschinen keine Verallgemeinerung des bisherigen Kon-
zepts der Turing-Maschine. Wir müssen lediglich das Bandalphabet geeignet wählen:Γ =
Γ1 × Γ2 × · · · × Γn, wobei Γ1, Γ2 . . . , Γn die Alphabete der einzelnen Spuren sind. Da die
Eingabe auf der ersten Spur steht, ist die folgende Annahme zweckmäßig: füra ∈ Γ1 gilt
a =̂ (a, B, . . . , B) und B =̂ (B, B, . . . , B). Dadurch entspricht eine Eingabea1 . . . an dem
Bandinhalt(a1, B, B, B) . . . (an, B, B, B), d. h. die erste Spur enthält genau die Eingabe; alle
anderen Spuren sind leer bzw. mit Blanks beschriftet.

Mehrband-Turing-Maschinen Einer Mehrband-Turing-Maschinebesitzt mehrere Bänder.
Im Gegensatz zu Mehrspur-Turing-Maschinen können sich jedoch die Köpfe auf jedem Band
unabhängig voneinander bewegen (vgl. Abb.5.4). Beispielsweise kann sich in einem Schritt der
Kopf auf dem ersten Band nach links und der Kopf auf dem zweiten Band nach rechts bewegen.
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Abbildung 5.4. Eine Mehrband-Turing-Maschine
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Abbildung 5.5. Repräsentation vonn Bändern durch2n Spuren

Die Eingabe steht am Anfang auf einem ausgezeichneten Eingabeband (meist das erste Band).
Eine Mehrband-Turing-Maschine mitn Bändern (n-Bandmaschine) können wir durch eine
Mehrspur-Turing-maschine mit2n Spuren (2n-Spurmaschine) simulieren. Dazu wird werden
die n Bänder durch2n Spuren simuliert, wie dies in Abb.5.5 dargestellt ist: In den geraden
Spuren ist der Bandinhalt repräsentiert; in den ungeraden Spuren darunter ist durch das Sonder-
zeichen� die Kopfposition des jeweils darüberliegenden Bandes markiert.
Ein Schritt der Mehrband-Turing-Maschine können wir dann wie folgt simulieren:

- Durchlaufe das bisher beschriebene Band von links nach rechts und sammle dabei die
Zeichen dern Bänder an den aktuellen Kopfpositionen ein und speichere sie im Zustand.

- Führe in einem Durchlauf von rechts nach links auf jedem Band die nötige Änderung an
der jeweiligen Kopfposition durch (Schreiben des neuen Zeichens und der Markierung
der neuen Kopfposition auf der separaten Spur).

- Gehe in den nächsten Zustand über und beginnen mit der Simulation des nächsten Schrit-
tes.

Bei beiden Durchläufen muss im Extremfall das gesamte bisher beschriebene Band abgefahren
werden. Das ist zwar sehr aufwendig – aber funktioniert.

Wenn man sich geschickt anstellt, muss man das Band jedoch nicht zweimal durchlaufen, um einen
Schritt der Mehrband-Turing-Maschine zu simulieren.

3.5 Parallele Ausführung zweier Turing-Maschinen

Um eine Eingabew von zwei Turing-MaschinenM1 undM2 gleichzeitig abarbeiten zu lassen,
kopiert man die Eingabe auf zwei verschiedene Bänder. Dann startet man die Turing-Maschine
M1 auf dem einen und die Turing-MaschineM2 auf anderen Band. WennM1 oderM2 “ja”
sagen (also die Eingabew akzeptieren), dann ist auch das Gesamtergebnis “ja”. Nur wenn
sowohlM1 als auchM2 “nein” sagen, ist auch das Gesamtergebnis “nein”.
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Abbildung 5.6. Parallele Ausführung zweier Turing-Maschinen.
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Abbildung 5.7. Beschränkte SimulationSim(M) eine Turing-MaschineM .

3.6 Beschränkte Simulation

Manchmal möchte man wissen, ob eine bestimmte Turing-MaschineM ein Eingabewortw in-
nerhalb vonn Berechnungsschrittem akzeptiert. Dazu erweitern wir die Turing-Maschine um
einen Zähler (Striche auf einem separaten Band), der bei jedem Berechnungsschritt um eins
verringert wird (ein Strich wird gelöscht). Wenn das Eingabewortw akzeptiert wird bevor der
Zähler auf Null steht, akzeptiert die modifizierte Turing-Maschine, ansonsten akzeptiert sie
nicht. Diese Turing-Maschine nennen wirbeschränkten SimulatorSim(M) vonM . Als Einga-
be erhält sie das Wortw und die Zahln getrennt durch ein Sonderzeichen#.
In der Abbildung5.7 ist dieser beschränkte Simulator schematisch dargestellt. Die Turing-
MaschineC (C steht für engl. counter), die für diese Konstruktion benötigt wird, streicht in
jedem Schritt einen Strich; wenn kein Strich mehr vorhanden ist, hält die Maschine an. Dabei
laufenC undM synchron;C macht immer dann einen Schritt wennM einen Schritt durchführt.
Wenn kein Strich mehr vorhanden ist, bleiben beide Maschinen stehen

3.7 Nicht-deterministische Turing-Maschinen

Die Idee der beschränkten Simulation können wir etwas modifizieren, um zu beweisen, dass
wir jede nicht-deterministische Turing-Maschin durch eine deterministische Turing-Maschine
simulieren können. Nicht-deterministische Turing-Maschinen leisten also nicht mehr als deter-
ministische Turing-Maschinen.

Mit etwas guten Willen können wir also auch den Nicht-determinismus als eine Konstruktion auffassen.
Wem das nicht so gut gefällt, kann diesen Abschnitt als Einschub auffassen, der wegen der benutzten
Beweistechnik gut an diese Stelle paßt.



120 KAPITEL 5. ENTSCHEIDBARE UND AUFZÄHLBARE SPRACHEN

Beweisskizze: Wir skizzieren hier nur die wesentliche Idee: Dazu betrachten wir eine be-
liebige nicht-deterministische Turing-MaschineM = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ). Für diese Turing-
Maschine konsturieren wir nun eine deterministische Turing-Maschine, die genau die gleiche
Sprache akzeptiert.
Für einen Zustandq ∈ Q und ein gelesenens Zeichena ∈ Γ definieren wirA(q,a) = {(p, b, m) |
((q, a), (p, b, m)) ∈ δ} als die Menge der Alternativen (d. h. der möglichen Übergänge) in Zu-
standq bei gelesenem Eingabezeichena. Die maximale Anzahlk von Alternativen der Turing-
MaschineM ergibt sich dann durchk = max{|A(q,a)| | q ∈ Q, a ∈ Γ} (daQ, Γ undδ endlich
sind, giltk ∈ N).
Wir können nun jeder Alternative ausA(q,a) eindeutig eine Nummer aus{1, 2, . . . , k} zuord-
nen. Sei nunSim(M) eine Turing-Maschine, die eine Eingabe der Formw#π erhält, wobei
w ∈ Σ∗, # 6∈ Σ und π = k1k2 . . . kn mit ki ∈ {1, 2, . . . , k} ist. Sim(M) simuliert die
Turing-MaschineM auf der Eingabew für |π| Schritte;ki gibt an, welche Alternative der
Turing-MaschineM im i-ten Simulationsschritt von Sim(M) ausgewählt werden soll. Wenn
diese Alternative im Schritti-ten nicht möglich ist, wird die Simulation (erfolglos) abgebro-
chen.

Beobachtungen: Sim(M) terminiert für jede Eingabew#π nach|π| Schritten. Außerdem
ist Sim(M) deterministisch, dennπ schreibt fürSim(M) die ausM zu wählende Alternative
genau vor.
Nun können wir ausSim(M) eine Turing-MaschineM ′ bauen, die für eine Eingabew syste-
matisch alle Paarew#π erzeugt und dannSim(M) mit Eingabew#π startet. WennSim(M)
für ein π die Eingabew#π akzeptiert, dann akzeptiertM ′ die Eingabew. Offensichtlich gilt
L(M) = L(M ′). Denn es giltw ∈ L(M ′) gdw. einπ ∈ {1, 2, . . . , k}∗ mit w#π vonSim(M)
akzeptiert wird gdw.w ∈ L(M) gilt.
Mit dieser Konstruktion haben wir also bewiesen, daß nicht-deterministische Turing-Maschinen
keinen Zugewinn an Audruckskraft bringen; und zwar weder was die aufzählbaren noch was
die entscheidbaren Sprachen betrifft (letzteres müssen wir aber noch beweisen, Punkt 2).

Satz 5.6 (NTM≡ DTM)

1. Für jede nicht-deterministische Turing-MaschineM gibt es eine deterministische Turing-
MaschineM ′ mit L(M) = L(M ′).

2. Darüber hinaus können wirM ′ so konstruieren, daßM ′ auf allen Eingaben hält, wenn
M keine unendliche Berechnung besitzt.

Beweis:

1. Formalisieren der obigen Idee.

2. M ′ muß bei der systematischen Generierung allerπ nur solcheπ konstruieren, für die
Sim(M) die Simulation nicht vorzeitig abgebrochen hat (weil die zu wählende Alterna-
tive im Schritti nicht möglich war).

Fortsetzungen von vorzeitig abgebrochenenπ müssen nicht generiert werden, da auch
sie vorzeitig abgebrochen würden. Wenn sichM ′ alle dieseπ merkt (z. B. auf einem
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separaten Band), undM keine unendliche Berechnung besitzt, mussM irgendwann kein
neuesπ generieren und kann halten (ohne zu akzeptieren).

�

Am oberen Ende und am unteren Ende der Chomsky-Hierarchie sind also die nicht-deterministischen
Automatenmodelle nicht mächtiger als die entsprechenden deterministischen (DEA≡ NEA und DTM
≡ NTM).
Für die Kellerautomaten, die dazwischen liegen, gilt dies jedoch nicht. Mit nicht-deterministische Kel-
lerautomaten kann man echt mehr Sprachen akzeptieren als mit deterministischen Kellerautomaten.
Das sollte uns zumindest beim ersten mal verblüffen.
Noch erstaunlicher ist, daß wir für die linear beschränkten Automaten (LBA) bis heute nicht wissen, ob
die deterministische Variante genausoviel kann wie die nicht-deterministische.

4 Erweiterungen und Einschränkungen

Es gibt viele verschiedene Varianten von Turing-Maschinen. Manche davon verallgemeinern die
von uns vorgestellte Variante, andere schränken sie ein, wieder andere sind zunächst unverge-
lichbar. Allerdings stellt sich heraus, daß keine Verallgemeinerung mehr berechnen kann als die
von uns definierte Variante. Dies ist ein deutliches Indiz für die eingangs erwähnte Church’sche
These.

1. Natürlich lassen sich leicht Verallgemeinerungen von Turing-Maschinen definieren, die mehr
können als Turing-Maschinen. Allerdings besitzen diese Verallgemeinerungen dann einen Me-
chanismus, den wir intuitiv nicht als berechnenbar auf fassen. Ein Beispiel dafür sind sog.
Orakel-Turing-Maschinen.

2. Obwohl die hier vorgestellten Varianten bezüglich ihrer Berechenbarkeit gleich mächtig sind,
gibt es Unterschiede bezüglich der Komplexität von Berechnungen. Natürlich lassen sich man-
che Berechnungen auf einer parallelen Turing-Maschine schneller durchführen als auf einer se-
quentiellen Turning-Maschine. Diese Unterschiede werden in der Komplexitätstheorie genauer
untersucht.

Die folgenden Beispiele sollen ein Gefühl dafür vermitteln, welche Verallgemeinerungen und
Einschränkungen von Turing-Maschinen existieren. Außerdem zeigen diese Beispiel mit wel-
chen Techniken man die Äquivalenz verschiedener Varianten beweisen kann.

4.1 Einseitig beschränktes Band

Bei unsere Turing-Maschine war das Band nach links und rechts unbeschränkt; es hat also kei-
nen Anfang und kein Ende. Nun betrachten wir eine Turing-Maschine mit einem Band, das
einen Anfang hat, aber kein Ende; es ist also einseitig beschränkt. Dies ist nachfolgend gra-
phisch dargestellt (das Band ist nach rechts unbeschränkt):

a b c d B

0 1 2 3 4
. . .

6

q0
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Die Turing-Maschine kann ihren Kopf also nicht nach links über das erste Feld hinaus bewegen.
Alle anderen Übergänge sind wie bei der klassischen Turing-Maschine möglich, wobei wir
davon ausgehen, daß der Kopf initial auf dem ersten Feld des Bandes steht.
Trotz der Einschränkung kann man mit einer einseitig beschränkten Turing-Maschine diesel-
ben Sprachen akzeptieren (und dieselben Funktionen berechnen) wie mit einer gewöhnlichen
Turing-Maschine.
Um dies zu beweisen, müssen wir das Verhalten einer beidseitig unbeschränkten (gewöhnli-
chen) Turing-Maschine durch eine einseitig beschränkte Turing-Maschine simulieren. Dazu
„falten“ wir den linken Teil des Bandes nach rechts, so daß (mit Ausnahme des ersten Fel-
des) auf jedem Feld zwei Symbole stehen: Oben stehen die Sybole der linken Bandhälfte; unten
stehen die Symbole der rechten Bandhälfte. Dies Abbildung ist nachfolgend graphisch darge-
stellt:

. . . B B B a b c B . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Γ

↓

a
b c d B B B B

B B B B B B B
. . .

. . .
0 1 2 3 4 5 6 7

Γ′ = (Γ× Γ) ∪ Γ

Es ist klar, daß wir nun alle Bewegungen der beidseitig unbeschränkten Turing-Maschine auf
dem einseitig beschränktem Band simulieren können. Die Turing-Maschine muß sich lediglich
im Zustand merken, ob sie gerade auf der linken (oberen) oder rechten (unteren) Bandhälfte
arbeitet. Beim ersten Feld muß sie dies entsprechend der Bewegungsrichtung umschalten.
Eine mathematische Definition der Turing-Maschine mit einseitig unbeschränktem Band und
der oben angedeuteten Simulation ist nicht kompliziert; sie erfordert aber etwas Sorgfalt.

4.2 Kellerautomaten mit zwei Kellern

Man kann sich leicht überlegen, daß man mit einer Turing-Maschine auch einen Kellerauto-
maten simulieren kann: Auf der linken Seite des Bandes kann man den Keller simulieren; auf
der rechten Seite liest man die Eingabe. Mit Turing-Maschinen kann man natürlich noch mehr
Sprachen akzeptieren als mit Keller-Automaten z.B. die Sprache „anbncn“ (vgl. Übung 11, Auf-
gabe 1b).
Wenn wir allerdings einenKellerautomaten mit zwei Kellernausstatten, auf die der Kellerau-
tomat unabhängig voneinander zugreifen kann, dann können wir mit einem solchen „Zweikel-
lerautomaten“ eine Turing-Maschine simulieren. Denn die beiden Keller können wir zu einem
beidseitig unendlichen Band zusammenkleben:
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# � -

Zweikellerautomat
q0

#

Ein Kellerautomat mit zwei Kellern kann also eine Turing-Maschine simulieren. Manche Ope-
rationen, beispielsweise das Einfügen von Zeichen, lassen sich hiermit sogar einfacher realisie-
ren als mit einer gewöhnlichen Turing-Maschine.

Wir haben ja gesehen, daß Turing-Maschinen mit einseitig beschränktem Band genauso mächtig sind
wie gewöhnliche Turing-Maschinen. Da drängt sich doch der Verdacht auf, daß man mit einem gewöhn-
lichen Kellerautomaten (mit einem Band) auch eine einseitig beschränkte Turing-Maschine simulieren
können müßte. Damit wären Kellerautomaten und Turing-Maschinen äquivalent. Natürlich stimmt das
nicht! Wo liegt der Denkfehler?

4.3 Zweidimensionale Turing-Maschinen

Gewöhnliche Turing-Maschinen arbeiten mit einem Band. Wenn man über das Gebiet der For-
malen Sprachen zu den Turing-Maschinen gelangt, erscheint dies naheliegend. Wenn man je-
doch Turing-Maschinen als das abstrakte Modell dessen betrachte, was man auf einem Blatt
Papier berechnen kann, dann ist dies nicht mehr so naheliegend. Denn das Blatt Papier auf dem
man rechnet, ist zweidimensional.
Demenstsprechend betrachten wir nun Turing-Maschinen, die auf einem (in alle vier Richtun-
gen) unbeschränkten karierten Blatt Papier arbeitet. Der Kopf der Turing-Maschine steht auf
einem „Kästchen“ dieses Papieres und kann sich in je der vier Richtungen bewegen. Eine sol-
che Turing-Maschine heißtzweidimensional.

Tatsächlich ist diese Erweiterung auch für drei, vier oder noch mehr Dimensionen möglich; man spricht
dann vonmehrdimensionalen Turing-Maschinen.

Auch zweidimensionale Turing-Maschinen kann man durch eine gewöhnliche (eindimensiona-
le) Turing-Maschine simulieren. Dazu kann man das zweidimensionale Papier auf ein eindi-
mensionales Band abbilden, wie dies nachfolgend angedeutet ist:

-3 -2 -1 0 1 2 3

3

2

1

0

-1
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-3

d e
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↓

. . . # �Bde# � abc#f � gh# �Bi# . . .
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Diese Abbildung ähnelt der Abbildung eines mehrdimensionalen Arrays auf den linearen Spei-
cher. Man benötigt zwei Sonderzeichen. Ein Sonderzeichen (#) trennt die Zeichenketten der
einzelnen Zeilen voneinander. Das andere Sonderzeichen (�) markiert die 0-Position innerhalb
der Zeile, um die Ausrichtung der Zeilen zueinander zu ermöglichen.
Die Simulation der Bewegungen der zweidimensionalen Turing-Maschine ist relativ aufwendig,
denn bei einer Bewegung nach oben oder unten muß man die richtige Position in der entspre-
chenden Zeile suchen. Dazu braucht man noch einen zusätzlichen Zähler (den kann man auf
einem zusätzlichen Band realisieren).

5 Eigenschaften entscheidbarer und aufzählbarer Sprachen

Ähnlich wie bei den regulären und kontextfreien Sprachen unterscuhen wir nun die Eigenschaf-
ten der entscheidbaren und aufzählbaren Sprachen. Außerdem untersuchen wir den Zusammen-
hang zwischen aufzählbaren und entscheidbaren Sprachen.

Satz 5.7 (Abschlußeigenschaften)

1. Die entscheidbaren Sprachen sind unter den folgenden Operationen abgeschlossen:

- Komplementbildung,

- Vereinigung und

- Durchschnitt.

2. Die rekursiv aufzählbaren Sprachen sind unter den folgenden Operationen abgeschlos-
sen:

- Vereinigung und

- Durchschnitt.

Beweis:Wir geben hier nur die grobe Idee der Beweise für die Aussagen an:

1. SeienL1 und L2 entscheidbare Sprachen undM1 und M2 zwei Turing-Maschinen, die
die SpracheL1 bzwL2 akzeptieren und auf jeder Eingabe halten.

- Komplementbildung: Wir vertauschen inM1 die „Ausgaben“ “ja” und “nein”; dies
ist möglich, da per Annahme die Turing-MaschineM1 auf jeder Eingabe hält. Of-
fensichtlich akzeptiert die modifizierte Turing-Maschine die SpracheL1; außerdem
hält sie auf jeder Eingabe.

- Vereinigung: Wir schalten die TuringmaschinenM1 undM2 parallel (vgl.3.5); diese
Maschine akzeptiert dann die SpracheL1 ∪ L2 und hält auf jeder Eingabe.

- Durchschnitt: De Morgan mit Abschluß unter Komplement und Vereinigung. (Man
kann aber auch relativ einfach eine direkte Konstruktion angeben.)

2. - Vereinigung: Wie oben.

- Durchschnitt: Explizite Konstruktion (Parallelschaltung, die nur dann akzeptiert,
wenn beide Maschinen akzeptieren).

�
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Bemerkung: Die aufzählbaren Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Komplementbildung,
denn sonst wären sie entscheidbar (vergleiche Satz5.8). Wir werden später sehen, dass es aber
aufzählbare Sprachen gibt, die nicht entscheibar sind. Beispielsweise ist das Wortproblem ge-
mäß Satz5.13aufzählbar, aber gemäß Satz5.9nicht entscheidbar.
Die Entscheidbarkeit einer Sprache können wir über die Aufzählbarkeit der Sprache und ihres
Komplementes charakterisieren. Denn, wenn wir eine Turing-Maschine haben, die im positive
Falle „ja“ sagt (und terminiert) und eine, die im negativen Falle „ja“ sagt (und terminiert), kön-
nen wir daraus eine Turing-Maschine bauen, die im positiven Falle „ja“ sagt und im negativen
Falle „nein“ sagt, und in beiden Fällen terminiert.

Satz 5.8 (Entscheidbarkeit und Aufzählbarkeit)
Eine SpracheL ist genau dann entscheidbar, wenn sowohlL auch alsL aufzählbar sind.

Beweis:

„⇒“ Klar (für die Aufzählbarkeit vonL können wir Satz5.71.a anwenden).

„⇐“ Seien nunL unL aufzählbar. Dann gibt es eine Turing-MaschineM , dieL akzeptiert und
eine Turing-MaschineM , dieL akzeptiert (diese Maschinen müssen nicht unbedingt auf
allen Eingaben halten).

Aus diesen beiden Turing-Maschinen konstruieren wir nun eine Turing-MaschineM ′, die
auf allen Eingaben hält:

M ′

w

D
DD -

�
��

-

M
nein

ja

M
nein

ja

-
nein

-ja

In M ′ sind beide Turing-MaschinenM undM parallel geschaltet; wenn eine der beiden
Maschinen akzeptiert, hältM ′ an. Allerdings akzeptiertM ′ nur die Wörter ausL, Wör-
ter, die vonM akzeptiert werden, werden verworfen. Offensichtlich gilt dannL(M ′) =
L(M) = L undM ′ hält auf jeder Eingabe.

�
Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satz ist die folgende Aussage: Wenn eine Sprache auf-
zählbar aber nicht entscheidbar ist, dann ist ihr Komplement nicht aufzählbar.

6 Unentscheidbare Probleme

Bereits in der Einleitung haben wir uns überlegt, daß es unentscheidbare Sprachen geben muß.
Denn es gibt überabzählbar viele Sprachen, aber nur abzählbar viele Turing-Maschinen. Dieses
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Argument ist jedoch unbefriedigend, da es kein konkretes Beispiel für eine nicht entscheid-
bare Sprache liefert. In diesem Abschnitt werden wir zunächst ein konkretes Beispiel für ein
unentscheidbares Problem kennenlernen: das Wortproblem für Turing-Maschinen.
Wie in vielen Unmöglichkeitsbeweisen, werden wir die Unentscheidbarkeit des Wortproblems
mit Hilfe eines Diagonalisierungsarguments beweisen. Wenn wir erst einmal ein unentscheid-
bares Problem haben, können wir relativ einfach die Unentscheidbarkeit weiterer Probleme
beweisen; durchReduktion. Wir werden sogar noch ein viel weitreichenderes Resultat kennen-
lernen, daß im wesentlichen besagt: Der erste Satz von Rice besagt, daß man über die von einer
Turing-Maschine akzeptierte Sprache praktisch nichts entscheiden kann.

6.1 Das Wortproblem

Das Wortproblem für Turing-Maschinenbesteht aus der Frage, ob eine bestimmte Turing-
MaschineM ein bestimmtes Wortw akzeptiert oder nicht; also obw ∈ L(M) gilt. Um das
Wortproblem zu präzisieren, müssen wir die Probleminstanzen, also die Paarr(M, w) syntak-
tisch repräsentieren. Dazu müssen wir uns eine Repräsentation für Turing-Maschinen und die
Eingabewörter überlegen. Wir beginnen mit der Repräsentation der Turing-Maschinen.

Repräsentation einer Turing-Maschine Jede Turing-Maschine läßt sich durch eine Zeichen-
reihe über dem AlphabetΣ = {q, t, |,→, l, r, #} repräsentieren. Dazu numerieren wir zunächst
die Zustände durch; die Zustandsnummer repräsentieren wir dann durch eine Anzahl von Stri-
chen. Entsprechend numerieren wir das Bandalphabet durch. Dabei gehen wir davon aus, daß
q0 der Anfangszustand ist undB das erste Zeichen des Bandalphabetes ist.
Demenstprechend ergibt sich die folgende Repräsentation für Zustände und Zeichen des Ban-
dalphabetes:

q0  q B  t
q1  q| a  t|
q2  q|| b  t||
q3  q||| c  t|||

...
...

Um die Übergangsrelationδ der Turing-Maschine zu repräsentieren, können wir der Reihe nach
jeden einzelnen Übergang vonδ aufzählen. Ein einzelner Übergang können wir wie folgt über-
setzen:
((q3, b), (q2, c, l)) ∈ δ  q|||t|| → q||t|||l

Da am Ende jedes Übergangs immer entweder einl oder einr steht, müssen wir kein spezielles
Sonderzeichen zur Trennung der verschiedenen Übergänge einfügen; wir schreiben sie einfach
unmittelbar hintereinander.
Die Menge der Endzustände der Turing-Maschine können wir wieder durch explizites Aufzäh-
len angeben. Dies könnte wie folgt aussehen:
F = {q1, q3}  q|q|||

Insgesamt wird eine Turing-Maschine also durch eine Aufzählung aller ihrer Zustände, gefolgt
von der Aufzählung ihres Bandalphabetes, gefolgt von der Aufzählung aller Übergänge, gefolgt
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von der Aufzählung der Endzustände repräsentiert – jeweils getrennt durch das Sonderzeichen
#.
Für eine Turing-MaschineM bezeichnet dann〈M〉 diese Repräsentation. Die folgenden Ergeb-
nisse sind jedoch unabhängig von der hier gewählten Repräsentation.

Wichtig ist im folgenden nur, daß es eine festgelgte syntaktische Repräsentation für jede Turing-
Maschine gibt.

Repräsentation der Eingabe Entsprechend kann jedes Eingabewortw repräsentiert werden.
Wir bezeichnen diese Repräsentation mit〈w〉. Ein Beispiel hierfür ist:

abcaa  t|t||t|||t|t|

Formalisierung des Problems Mit diesen Repräsentationen können wir nun das Wortpro-
blem formalisieren. Da wir später auch das Halteproblem betrachten werden formalisieren wir
es an dieser Stelle gleich mit.
DasWortproblem:

LW = {〈M〉#〈w〉 |M ist eine (det.) Turing-Maschine undw ∈ L(M)}

DasHalteproblem:

LH = {〈M〉#〈w〉 |M ist eine (det.) Turing-Maschine und hält bei der Eingabew}

6.2 Unentscheidbarkeit des Wortproblems

Da wir das Wortproblem nun formalisiert haben, können uns nun Gedanken darüber machen,
ob es entscheidbar ist. Es ist nicht entscheidbar:

Satz 5.9 (Unentscheidbarkeit des Wortproblems für Turingmaschinen)
Das WortproblemLW ist nicht entscheidbar.

Beweis:Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Wir nehmen also an, daß das Wortpro-
blem entscheidbar ist. D. h. wir nehmen an, daß es eine deterministische Turing-MaschineW
mit L(W ) = LW gibt, die für alle Eingaben hält.
Wir werden im folgenden aus der Existenz vonW einen Widerspruch konstruieren. Dazu kon-
struieren wir ausW die deterministische TuringmaschineM wie in der nachfolgenden Abbil-
dung dargestellt:

-x dupl.
-x#x

W
nein

ja

�
��

A
AA

-

-
nein

ja

Diese Turing-MaschineM produziert aus ihrer Eingabex zunächst das Wortx#x (wir nennen
diesen Teil Duplizierer); dann startetM auf dem Wortw#x die TuringmaschineW ; am Ende
negiert sie das Ergebnis vonW .
Nun geben wir der konstruierten Turing-MaschineM ihre eigne Repräsentation als Eingabe,
d. h.x = 〈M〉 und überlegen uns, wie sie sich dann verhält:
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- M hält auf der Eingabe〈M〉. Denn das Duplizieren der Eingabe terminiert undW hält
gemäß der Widerspruchsannahme auf jeder Eingabe.

- WennM auf der Eingabe〈M〉 mit der Antwort “ja” hält, dann mußW auf der Eingabe
〈M〉#〈M〉 mit der Antwort “nein” gehalten haben, weilM das Resultat vonW negiert.
Gemäß Widerspruchsannahme gilt dann〈M〉#〈M〉 6∈ LW ; also gilt gemäß Definition
vonLW auch〈M〉 6∈ L(M), das heißtM hält auf der Eingabe〈M〉 nichtmit der Antwort
“ja”.

Wir haben also gezeigt, daß die Antwort „ja“ nicht möglich ist. Bleibt also noch die zeite Mög-
lichkeit der Antwort „nein“.

- WennM auf der Eingabe〈M〉mit der Antwort “nein” hält, dann mußW auf der Eingabe
〈M〉#〈M〉mit der Antwort “ja” gehalten haben. Gemäß Widerspruchsannahme gilt dann
〈M〉#〈M〉 ∈ LW ; also gilt gemäß Definition vonLW auch〈M〉 ∈ L(M), das heißtM
hält auf der Eingabe〈M〉mit der Antwort “ja” (undnicht mit der Antwort “nein”).

Wir haben also gezeigt, daß auch die Antwort „nein“ nicht möglich ist.

Weder die Antwort “ja” noch die Antwort “nein” ist also bei Eingabex = 〈M〉 möglich. Da
die Turing-Maschine aber per Konstruktion (und der Annahmen überW ) immer terminiert, ist
dies unmöglich. Da die einzige Annahme bei der Konstruktion vonM die Existenz vonW war,
kann also auchW nicht existieren. Damit ist das Wortproblem (für Turing-Maschinen) nicht
entscheidbar. �

Auch wenn man es auf den ersten Blick vielleicht nicht sieht, ist das Argument des obigen
Beweises ein Diagonalisierungsargument. Um dies zu verdeutlichen, schreiben wir der Reihe
nach die Repräsentationen aller Turingmaschinen als Zeilen- und Spaltenköpfe in eine Tabelle.
Die Tabelle enthält die Ergebnisse vonW bei der Eingabe von〈Mi〉#〈Mj〉. Die Ergebnisse
der TuringmaschineM bei Eingabe〈Mi〉 ergeben sich dann dadurch, daß man die Einträge
〈Mi〉#〈Mi〉 der Diagonale negiert. Der Widerspruch enststeht im Schnittpunkt der Zeile und
der Spalte〈M〉: Wenn dort ein „ja“ steht, muß dort (wegen der Negation der Diagonalen) ein
„nein“ stehen; wenn dort ein „nein“ steht, muß dort ein „ja“ stehen – unmöglich.

〈M1〉 〈M2〉 〈M3〉 〈M4〉 . . . 〈M〉 . . .
〈M1〉 ja ja nein ja nein

〈M2〉 nein ja ja nein nein

〈M3〉 ja nein nein ja ja

〈M4〉 ja nein nein ja nein

...
. ..

〈M〉 nein nein ja nein ???
...

...
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6.3 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Mit fast demselben Argument könnte man auch zeigen, dass das Halteproblem nicht entscheid-
bar ist. Wir wenden jedoch eine andere Technik an, um die Unentscheidbarkeit des Haltepro-
blems zu beweisen: Wirreduzierendas Wortproblem auf das Halteproblem. D. h. wir zeigen,
daß man aus einer Maschine, die das Halteproblem entscheidet eine Maschine bauen könnte,
die auch das Wortproblem entscheidet. Wenn nun das Halteproblem entscheidbar wäre, dann
wäre damit auch das Wortproblem entscheidbar.

Da Diagonalisierungsargumente meist einen „Knoten im Hirn“ erzeugen, muß man bei ihnen viel
Sorgfalt walten lassen. Deshalb sollte man, sich dieser Tortur nur einmal zu unterziehen. Danach ist
meist die Technik der Reduktion die einfachere Beweistechnik zum Nachweis der Unentscheidbarkeit
eines Problems. Diese Technik führen wir anhand eines Beispiels vor.

Folgerung 5.10 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems)
Das HalteproblemLH ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen es gäbe eine TuringmaschineH, die das Halteproblem entscheidet.
Dann konstruieren wir daraus eine Turing-Maschine, die das Wortproblem entscheidet (wir
reduzieren also das Wortproblem auf das Halteproblem):

- Eine deterministische TuringmaschineM kann man leicht so umbauen, dass sie ein Wort
genau dann akzeptiert, wenn sie auf dem Wort hält (diese Turing-Maschine bezeichnen
wir mit M̃ ):

· Lösche alle Übergänge((qe, a), (p, b, m)) für qe ∈ F .

· Füge einen neuen Zustandql und Übergänge((ql, x), (ql, x, r)) für allex hinzu.

· Für jeden Zustandq 6∈ F und jedes Bandzeichena für das es keinen Übergang gibt,
füge einen Übergang((q, a), (ql, a, r)) hinzu.

- Die folgende Turingmaschine entscheidet dann das Wortproblem (wobei modif. eine
Turing-Maschine ist dieM in M̃ umbaut):

-〈M〉#〈w〉
modif.

-〈M̃〉#〈w〉

H
nein

ja

ZZ

��
-

-
nein

ja

Da das Wortproblem nicht entscheidbar ist, muß die getroffene Annahme falsch gewesen
sein. Die Annahme, daßH existiert ist also falsch. Die Turing-MaschineH existiert also
nicht.

�
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Bemerkung: In der Literatur wird häufig zunächst die Unentscheidbarkeit des Halteproblems
bewiesen, und dann das Halteproblem auf das Wortproblem reduziert, um zu beweisen, daß auch
das Wortproblem unentscheidbar ist.

In einer ruhigen Minute, können Sie sich ja diese Reduktion einmal überlegen.

Wir haben zunächst das Wortproblem betrachtet, weil es eine Fragestellung ist, die nur die von
der Turing-Maschine akzeptierte Sprache betrifft. Im folgenden werden wir sehen, daß keine
derartige Eigenschaft entscheidbar ist:Alle2 Fragen, die sich auf die von der Turing-Maschine
akzeptierte Sprache beziehen, sind unentscheidbar.
Kurz gesagt gilt ist also die traurige Wahrheit: Die meisten Probleme für Turing-Maschinen
sind nicht entscheidbar.
Beispiele für solche Probleme sind:

L(M) = ∅?
|L(M)| ≥ 5?
L(M) regulär?
L(M) kontextfrei?

Wir könnten jetzt beginnen, die Unentscheidbarkeit für jedes einzelne Problem zu beweisen
(zum Beispiel durch Reduktion des Halteproblems auf das entsprechende Problem). Der1. Satz
von Ricespart uns diese Mühe, da er diese Aussage für alle Probleme, die sich auf die akzep-
tiertee Sprache einer Turing-Maschine beziehen, formuliert.

Der 1. Satz von Rice bzw. sein Beweis ist also ein Beweisschema, das für alle diese Probleme gleich
funktioniert. Es ist immer dieselbe Reduktion.

Dazu müssen wir zunächst den Begriff der Eingeschaft einer Sprache und der nicht-trivialen
Spracheigenschaften klären. EineEigenschaftvon Sprachen ist eine TeilmengeP von aufzähl-
baren Sprachen (über einem geeigneten Alphabet). Wir schreibenP (L), wennL die Eigenschaft
P erfüllt (d. h. wenn giltL ∈ P ). Wir schreiben¬P (L), wennL die EigenschaftP nicht er-
füllt (d. h. wenn giltL 6∈ P ). Eine EigenschaftP heißtnicht-trivial, wenn es wenigstens eine
aufzählbare SpracheL mit P (L) und wenigstens eine aufzählbare SpracheL′ mit ¬P (L′) gibt.

Satz 5.11 (1. Satz von Rice)
Jede nicht-triviale EigenschaftP (aufzählbarer Sprachen) ist unentscheidbar, d. h. die Sprache

LP = {〈M〉 |M ist eine Turing-Maschine mitP (L(M))}

ist nicht entscheidbar.

Beweis:Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass¬P (∅) gilt3. DaP
per Voraussetzung nicht-trivial ist, gibt es auch eine aufzählbare SpracheL mit P (L). SeiML

eine Turing-Maschine mitL(ML) = L. Wir beweisen nun durch Widerspruch, dassLP nicht
entscheidbar ist. Wir nehmen also an, daßLP entscheidbar ist. Dann zeigen wir, daß damit das
Wortproblem entscheidbar ist. Dazu gehen wir wie folgt vor:
Für eine Turing-MaschineM und eine Eingabew konstruieren wir zunächst die folgende
Turing-MaschineMw:

2 Ausnahmen sind lediglich die trivialen Eigenschaften.
3 WennP (∅) nicht gilt, dann betrachten wir stattdessen das KomplementP . Da die entscheidbaren Probleme

unter Komplement abgeschlossen sind, istP genau dann entscheidbar, wennP entscheidbar ist.
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u �
�
�

-“w” -w
M

nein

ja -starte

ML
nein

ja -ja

Mw schreibt das Wortw auf das Band und startet dann die Turing-MaschineM auf diesem
Band. WennM die Eingabew akzeptiert, wirdML auf der ursprünglichen Eingabeu gestartet.
Das Ergebnis dieser Berechnung wird ausgegeben. Für Eingabe〈M〉#〈w〉 lässt sich die Ma-
schine〈Mw〉 automatisch konstruieren.

Nun überlegen wir uns, welche SpracheMw akzeptiert:

- Wennw 6∈ L(M) gilt (d. h. wenn die Turing-MaschineM das Wortw nicht akzeptiert),
dann akzeptiertMw keine Eingabeu, daML nie gestartet wird. Also giltL(Mw) = ∅
und damit¬P (L(MW )).

- Wenn w ∈ L(M) gilt, dann akzeptiertMw genau die Wörter, die vonML akzeptiert
werden. Also giltL(Mw) = L und damit giltP (L(Mw))

Wenn nun – wie angenommen –LP entscheidbar ist, können wir das Wortproblem wie folgt
entscheiden:

- Wir konstruiere ausM undw die Turing-MaschineMw.

- Dann entscheiden wir, obP (L(Mw)) gilt:

· Wenn die Antwort „ja“ lautet, dann giltw ∈ L(M).

· Wenn die Antwort „nein“ lautet, dann giltw 6∈ L(M)

Dieses Entscheidungsverfahren ist nachfolgend schematisch als Turing-Maschine dargestellt.
Dabei istMP die Turing-Maschine, dieLP entscheidet und „konstruiereMw“ eine Turing-
Maschine, die aus〈M〉#〈w〉 die Repräsentation〈Mw〉 konstruiert:

-〈M〉#〈w〉 konstruiere
Mw

-〈Mw〉
MP

nein

ja

-

-

nein

ja

Diese Turing-Maschine würde das Wortproblem entscheiden, wenn denn die MaschineMP

existieren würde. �

Ein ähnlicher Satz gilt auch für aufzählbare Sprachen; das ist der 2. Satz von Rice, den wir in der
Vorlesung jedoch nicht mehr behandeln können.

Beispiel 5.2 (Anwendung des 1. Satzes von Rice)
Hier sind einige Beispiele von Eigenschaften, für die der 1. Satz von Rice unmittelbar die Un-
entscheidbarkeit impliziert.
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1. Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turing-Machine mehr als sieben Wörter akzeptiert.

Die EigenschaftP ist also definiert durchP (L) = {L | |L| ≥ 7}. Um den 1. Satz von Ri-
ce anwenden zu können, müssen wir noch überprüfen, ob die EigenschaftP nicht-trivial
ist. Wir müssen also mindestens eine aufzählbare Sprache finden, die die Eigenschaft er-
füllt, und eine, die die Eigenschaft nicht erfüllt: Wir wählen die beiden Sprachen∅ und
{a, aa, aaa, . . . , aaaaaaaa}. Offensichtlich gilt:¬P (∅) undP ({a, aa, aaa, . . . , aaaaaaaaaa}).

2. Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turing-Maschine nur endlich viele Wörter akzeptiert
(d. h. ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache endlich ist).

Die EigenschaftP ist definiert durchP (L) = {L | |L| < ω}. Die Eigenschaft ist nicht-
trivial, da¬P (Σ∗) undP (∅) gilt.

3. Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache regulär
ist.

Die EigenschaftP ist definiert durchP (L) = {L | L ist regulär}; sie ist nicht-trivial:
¬P (anbn) undP (∅).

Es gibt aber durchaus Eigenschaften für Turing-Maschinen, die entscheidbar sind. Für diese
Eigenschaften ist dann aber eine der Voraussetzungen des 1. Satzes von Rice nicht erfüllt. Ent-
weder handelt es sich nicht um eine Eigenschaft der akzeptierten Sprache der Turing-Maschine
oder die Eigenschaft ist trivial

Beispiel 5.3 (Nicht-Anwendbarkeit des 1. Satzes von Rice)
1. Es ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine mindestens 7 Zustände besitzt.

Diese Eigenschaft ist keine Eigenschaft der akzeptierten Sprache, sondern eine Eigen-
schaft der Turing-Maschine selbst.

2. Für ein Wortw ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine das Wortw nach höchstens7
Schritten akzeptiert.

Diese Eigenschaft ist keine reine Spracheigenschaft.

3. Es ist entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache aufzählbar ist.

Diese Eigenschaft ist trivial (sie ist für jede aufzählbare Sprache per Definition erfüllt).

Frage: Ist entscheidbar, ob die von einer Turing-Maschine akzeptierte Sprache entscheidbar ist?
Die Antwort darauf gibt es in Übung 13 (Aufgabe 1d).

Achtung: Wenn die Voraussetzungen des 1. Satzes von Rice verletzt sind, heißt das natürlich noch nicht,
daß die Eigenschaft entscheidbar ist (das ist nur die notwendige Voraussetzung). Ein Beispiel dafür ist
das Halteproblem.

Den Beweis von Satz3.31hatten wir in Abschnitt4.2 von Kapitel3 zurückgestellt. Jetzt sind
wir in der Lage, diesen Beweis zu führen. Allerdings belassen wir es hier bei der Idee. Der
Beweis wird dann in der Übung (Blatt 11, Aufgabe 2 und Blatt 12, Aufgabe 1.c) geführt.

Satz 5.12 (Satz3.31)
Es ist nicht entscheidbar, ob die von zwei kontextfreien Grammatiken erzeugten Sprachen dis-
junkt sind.
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Beweis: Idee: Die akzeptierenden Berechnungen einer Turing-MaschineM für ein Wort w
lassen sich als Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen darstellen.
Wenn wir die Disjunkheit dieser kontextfreien Grammatiken entscheiden könnten, könnten wir
damit das Wortproblem entscheiden: Sind die Grammatiken disjunkt, akzeptiertM das Wortw
nicht. Sind sie nicht disjunkt, akzeptiertM das Wortw.
(Details hierzu werden in den Übungen Blatt 11 und 12 behandelt). �

Bemerkung: Es gibt noch ein weiteres sehr interessantes unentscheidbares Problem: Das
Post’sche Korrespondenz Problem(PKP/PCP). Leider fehlt uns die Zeit, dieses Problem ge-
nauer zu betrachten. Das sollten Sie sich aber unbedingt in der Literatur ansehen. Der Beweis
der Unentscheidbarkeit des PKPs ähnelt dem Beweis der Unentscheidbarkeit des Disjunktheits-
problems für kontextfreie Grammatiken.

7 Aufzählbare und nicht-aufzählbare Probleme

Wir hatten uns bereits die Frage gestellt, ob es Probleme gibt, die aufzählbar, aber nicht ent-
scheidbar sind (nur dann ist die Unterscheidung der Begriffe sinnvoll). In diesem Abschnitt
werden wir zwei solche Probleme angeben:

- Das Wortproblem

- Das Halteproblem

Als Konsequenz ergibt sich dann sofort, daß die Komplemente dieser Probleme nicht aufzählbar
sind (denn sonst wären sie entscheidbar).
Um das Wortproblem oder das Halteproblem aufzuzählen, müssen wir im wesentlichen eine
gegebene Turing-MaschineM auf einem gegebenem Wortw simulieren. Wir benötigen also ein
Turing-Maschine, die eine andere gegebene Turing-MaschineM auf einem Wortw simuliert:
dieuniverselle Turing-Maschine.

Die universelle Turing-MaschineU Es gibt eine Turing-MaschineU , die als Eingabe eine
Turing-MaschineM und ein Wortw benötigt (codiert als〈M〉#〈w〉); U simuliert dann die Be-
rechnung vonM aufw. WennM das Wortw akzeptiert, dann akzeptiertU das Wort〈M〉#〈w〉;
d. h.L(U) = LW . U heißtuniverselle Turing-MaschineundLW wird auch dieuniverselle Spra-
chegenannt.
Wir geben hier die universelle Turing-MaschineU nicht explizit an. Wir überlegen uns nur
ganz grob, wie sie aufgebaut sein könnte (und damit, daß sie existiert). Die universelle Turing-
Maschine hat drei Bänder. Auf dem ersten Band steht die Eingabe〈M〉#〈w〉, auf dem zweiten
Band wird das Band vonM simuliert und auf dem dritten ist der aktuelle Zustande vonM
codiert. Am Anfang wird das Wortw aus der Eingabe auf das zweite Band kopiert und der
Anfangszustand (bzw. eine Kodierung davon) auf das dritte Band geschrieben. Danach werden
die Übergänge der auf dem ersten Band kodierten MaschineM simuliert.
Mit L(U) = LW ist damit das Wortproblem offensichtlich aufzählbar.

Satz 5.13 (Aufzählbarkeit des Wortproblems)
Das WortproblemLW ist aufzählbar.
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Beweis: Die universelle Turing-Maschine (die wir streng genommen noch explizit angeben
müßten) akzeptiert genau die SpracheLW . Damit istLW aufzählbar. �

Folgerung 5.14

1. Das HalteproblemLH ist aufzählbar.

Beweisidee:Reduktion des Halteproblems auf das Wortproblem.

2. Das Komplement des WortproblemsLW und das Komplement des HalteproblemsLH sind
nichtaufzählbar.

Beweisidee:Sonst wärenLW undLH gemäß Satz5.8entscheidbar. Dies ist ein Widerspruch zu
Satz5.9bzw. Folgerung5.10(der Unentscheibarkeit vonLW bzw.LH ).

Spannende Frage:Warum funktioniert das Diagonalisierungsargument aus dem Beweis der Unent-
scheidbarkeit vonLW (Satz5.9) nicht auch für die Aufzählbarkeit?
Antwort: Aus einer Nicht-Terminierung, die einem “nein” entspricht, kann man kein “ja” machen!
“nein” bleibt damit “nein”. Also ergibt sich im “nein”-Fall kein Widerspruch.

Bemerkungen: Alle Sprachen, die sich durch einendlichesRegelsystem beschreiben lassen,
sind aufzählbar.

- Eine Sprache, die durch einebeliebigeGrammatikG erzeugt wird, ist aufzählbar. Die von
Typ-0-Grammatiken erzeugten Sprachen sind genau die aufzählbaren Sprachen.

- Die Sprache der in einem logischen Kalkül herleitbaren Formeln bzw. Ausdrücke ist auf-
zählbar.

- Insbesondere ist die Sprache aller allgemeingültigen Formeln der Prädikatenlogik 1. Stufe
(PL1) aufzählbar (abernicht entscheidbar).

8 Überblick

Die nachfolgende Graphik gibt nochmal einen Überblick über die in diesem Kapitel diskutierten
Sprachklassen. Dabei ist eine Sprache co-aufzählbar, wenn ihr Komplement (engl. complement)
aufzählbar ist. Eine Sprache ist also genau dann entscheidbar, wenn sie sowohl aufzählbar als
auch co-aufzählbar ist.
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Kapitel 6

Berechenbare Funktionen

1 Motivation und Definition

Bisher haben wir Turing-Maschinen bzw. Automaten zum Erkennen bzw. Akzeptieren von
Sprachen benutzt. Die Eingabe ist dabei ein Wort über einem bestimmten Alphabet; die Aus-
gabe ist – wenn die Maschine auf der Eingabe terminiert – eine Antwort “ja” oder “nein”. Im
folgenden benutzen wir die Turing-Maschinen zum Berechnen von Funktionen – wie bereits
bei der Definition der Turing-Maschinen im vorangegangenen Kapitel motiviert.
Traditionell betrachtet man bei der Untersuchung des Berechnungsbegriffs nur Funktionen über
den natürlichen Zahlen.

f : Nn → N

Die Funktionen können jedochpartiell1 sein, d. h.f ist nicht für jedesx = (x1, . . . , xn) defi-
niert, was oft durchf(x) = ⊥ oderf(x) 6∈ N notiert wird.

Idee Wir funktionieren also zunächst die Turing-Maschinen so um, daß wir ihre Berechnung
als die Berechnung einer Funktion auffassen können. Dazu kodieren wir die Eingabex =
(x1, . . . , xn) durch #bin(x1)#bin(x2)# . . . #bin(xn)# auf dem Eingabeband einer Turing-
Maschine, wobeibin(xi) die Binärdarstellung der Zahlxi ist. Am Ende soll dann das Ergebnis
f(x) der Berechnung binär kodiert (alsobin(f(x))) auf dem Band stehen.

Die Kodierung der Zahlendarstellungen variieren. Teilweise werden Zahlen auch unär kodiert oder an-
dere Trennzeichen (z. B. das Blank) benutzt. Für unsere prinzipiellen Überlegungen spielt die konkrete
Kodierung keine Rolle (bei Komplexitätsbetrachtungen dagegen schon).

Wir können damit nun die berechenbaren Funktionen – genauer die Turing-berechenbaren
Funktionen – definieren .

Definition 6.1 (Berechenbare Funktionen)Eine Funktionf : Nn → N heißt (Turing)-berechenbar,
wenn es eine Turing-MaschineM gibt, die

1 Wir werden später sogar sehen, daß jeder hinreichend mächtige Berechnungsbegriff die Definition von parti-
ellen Funktionen zulassen muß.

137
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- für jedesx = (x1, . . . , xn) ∈ Nn mit f(x) ∈ N auf der Eingabe

#bin(x1)#bin(x2)# . . . #bin(xn)#

mit Bandinhalt#bin(f(x1, . . . , xn))# hält und

- für jedesx = (x1, . . . , xn) ∈ Nn mit f(x) = ⊥ auf der Eingabe

#bin(x1)#bin(x2)# . . . #bin(xn)#

nicht hält.

Achtung: Hier gibt es eine ganze Reihe technisch verschiedener aber konzeptionell äquivalenter Defi-
nitionen. Einige Definitionen sind sogar konzeptionell verschieden; sie führen alle zum selben Berech-
nungsbegriff. Der Grund dafür ist wieder die Church’che These.

Bemerkung:

- Eine berechenbare Funktion wird auchpartiell-rekursivgenannt.

- Eine berechenbare Funktion, die total ist (d. h.f(x) ∈ N für alle x ∈ Nn) wird auch
total-rekursivgenannt.

Beispiel 6.1
- Jede Funktion, die Sie in Ihrer Lieblingsprogrammiersprache formulieren können, ist be-

rechenbar: Ein beliebtes Beispiel ist die Ackermannfunktion2.

Hier ist eine mögliche Formulierung der Ackermannfunktiona : N× N→ N:

· a(0, 0) = 1

· a(0, 1) = 2

· a(0, y) = 2 + y für x ≥ 2

· a(x + 1, 0) = 1

· a(x + 1, y + 1) = a(x, a(x + 1, y))

Die Ackermannfunktion ist ein Funktion, die extrem schnell wächst – schneller als alles,
was wir uns normalerweise vorstellen können (denn Herr Ackermann hat sie extra so
definiert). Hier ein paar Anhaltspunkte dafür:

· a(0, y) = 2 + y für y ≥ 2 (Addition für x = 0)

· a(1, y) = 2 ∗ y für y ≥ 1 (Multiplikation für x = 1)

· a(2, y) = 2y für y ≥ 0 (Potenzfunktion fürx = 2)

· a(3, y) = 22

...
2

für y ≥ 1 (y-malige Anwendung der Potenz fürx = 3)

2 Eine Grund für ihre Beliebtheit werden wir später noch kennenlernen: Sie ist ein Beispiel für eine nicht
primitiv rekursive Funktion, die total rekursiv ist.
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· . . .

Wennx um eins erhöht wird, „potenziert“ sich die aufy angewendete Funktion: Addition
→ Multiplikation → Potenz→ Hyperpotenz→ . . .. Bereits fürx = 4 gibt es keine
Notation oder Bezeichnung mehr füra(4, y).

- Gegenbeispiel: Die charakteristische Funktion des Halteproblems ist nicht berechenbar.
Genauer seiM1, M2, M3, . . . eine Numerierung aller Turing-Maschinen:

f : N→ N f(i) =

{
1 falls Mi mit leerer Eingabe hält
0 sonst

2 Registermaschinen

Es ist sehr mühselig, Turing-Maschinen „zu programmieren“. Im folgenden Abschnitt betrach-
ten wir nun ein Berechnungsmodell, das der Vorstellung eines (hardware-nahen) Informatikers
vom Programmieren besser entspricht: die sog.Registermaschine(engl. random access machi-
ne, kurz RAM genannt).
Wir nennen die Funktionen, die man mit Registermaschinen berechnen kann,registermaschi-
nenberechenbar. Obwohl dieser Begriff konzeptuell und technisch verschieden definiert ist,
werden wir sehen, daß er genau die Turing-berechenbaren Funktionen charakterisiert.

2.1 Das Konzept der Registermaschine

Zunächts stellen wir das Konzept der Registermaschine vor.

- Die Registermaschine besitzt unendlich vieleRegisterR0, R1, R2, . . .; jedes Register
kann eine natürliche Zahl speichern!

Der Index i eines Registersi wird oft auch die Adresse des Registers genannt. Die Register
entsprechen im wesentlichen dem unendlichen Band der Turing-Maschine.

- R0 ist ein ausgezeichnetes Register, das auchAkkumulatorgenannt wird.

- Initial enthalten die RegisterR1, . . . , Rn die Wertex1, . . . , xn. Alle anderen Register
enthalten den Wert0.

- Am Ende der Berechnung steht das Ergebnis der Berechnung im Akkumulator.

- Die Berechnung selbst wird durch ein Progamm beschrieben; das Programm besteht aus
einer durchnumerierten endlichen Folge von Befehlszeilen.

- Ein BefehlszählerZ gibt die Nummer des nächsten auszuführenden Befehls an.

Das Programm nebst Befehlszähler entspricht der endlichen Kontrolle der Turing-Maschine.
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- Der genaue Befehlssatz der verschiedenen Registermaschinenmodelle variiert. Hier ge-
ben wir einen möglichem Befehlssatz an:

Befehl Semantik
LDA i R0 := Ri; Z := Z + 1
STA i Ri := R0; Z := Z + 1
ADD i R0 := R0 + Ri; Z := Z + 1
SUB i R0 := R0 −Ri; Z := Z + 1
INC i Ri := Ri + 1; Z := Z + 1
DEC i Ri := Ri − 1; Z := Z + 1
JMP i Z := i

JMP i

{
R0 = 0 : Z := i
R0 6= 0 : Z := Z + 1

END Z := Letzter Befehl+ 1

Oft sieht man Registermaschinen, die auch Befehle zur Multilikation oder Division besitzen. Die-
se Befehle kann man aber durch Additionen bzw. Subtraktionen simulieren. Wir könnten sogar
auf die Addition und Subtraktion verzichten, denn diese könnte man durch Inkrementierung und
Dekrementierung simulieren.

- Das Programmhält, wenn der Befehlszähler auf eine nicht existierende Befehlszeile ver-
weist.

Die obige Definition ist zwar nur „semi-formal“, reicht aber für unsere Zwecke aus. Wir müßten
für die folgende Definition die Berechnungen einer Registermaschine noch genauer formalisie-
ren – das ist nicht kompliziert aber etwas mühselig. Wir sparen uns (aus Zeitgründen) die Mühe.

Definition 6.2 (Registermaschinenberechenbarkeit)
Eine (partielle) Fuktion heißtregistermaschinenberechenbar, wenn es ein Registermaschinen-
programm gibt, das diese Funktion berechnet.

Beispiel 6.2
Wir betrachten die Funktionf(x) = x2, die sich mit dem folgenden Programm berechnen lässt.
Dabei steht der Parameterx im Register1; das Register 2 nutzen wir als Zählerz; das Register
3 ist siw Ergebnisvariableerg:

1 LDA 1 x in den Akku
2 STA 2 z := x (undz in Akku für die nachf. Bed.)
3 JPZ 10 Wennz = 0 dann goto 10
4 DEC 2 z := z − 1
5 LDA 3 erg:= erg + x
6 ADD 1 |
7 STA 3 |
8 LDA 2 z in Akku (für Bed.)
9 JMP 3 goto 3

10 LDA 3 erg nach Akku
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2.2 Vergleich der Berechenbarkeitsbegriffe

Als nächstes vergleichen wir den Begriff der Turing-berechenbaren Funktionen mit dem Begriff
der registermaschinenberechenbaren Funktionen. Zunächst zeigen wir, daß wir alles was eine
Registermaschine berechnen kann auch mit einer Turing-Maschine berechnen können.

Satz 6.3 Jede registermaschinenberechenbare Funktion ist (Turing-) berechenbar.

Beweis:Simuliere die Registermaschine durch eine Turing-Maschine, wobei das Band die Re-
gisterR0, R1, R2, . . . repräsentiert.

#bin(R0)#bin(R1)#bin(R2)# . . .

Der aktuelle Befehlszähler kann im Zustand der Turing-Maschine gespeichert werden (da es
ja nur endlich viele Befehlszeilen gibt). Die konkreten Befehle können durch entsprechende
Makros realisiert werden. Dies müssten wir uns für jeden einzelnen Befehl des Befehlssatzes
der Registermaschine überlegen; das ist nicht schwer – aber aufwendig. �

Als nächstes betrachten wir die umgekehrte Richtung. Wir überlegen uns dazu, daß wir jeden
Berechnungsschritt einer Turing-Maschine durch eine Registermaschine simulieren können.
Den unendlichen Bandinhalt der Turing-Maschine repräsentieren wir dazu in zwei Registern
(eines repräsentiert das Band links vom Kopf, das zweite repräsentiert das Band rechts vom
Kopf).

Vorüberlegung: Dazu müssen wir ein paar Überlegungen anstellen: Es gibt registermaschi-
nenberechenbare Funktionen:

cons : N× N→ N
first : N→ N
rest : N→ N

mit
cons(0, 0) = 0
first(cons(x, y)) = x
rest(cons(x, y)) = y

Dabei interpretieren wir den ersten Parameter voncons als ein Zeichen und den zweiten Pa-
rameter als eine (kodierte) Zeichenreihe. Die Funktioncons(x, y) können wir dann als das
Anfügen eines Zeichensx an die Zeichenreihey auffassen. Die Funktionfirst spaltet wie-
der das erste Zeichen ab; die Funktionrest liefert die Kodierung des verbleibenden Teils der
Zeichenreihe.
Das Blank wird durchx = 0 und alle anderen Zeichen des Bandalphabetes werden beginnend
mit 1 durchnumeriert. Das leere (nur mit Blanks beschriftete) Band wird ebenfalls durch0
repräsentiert. Die Bedingungcons(0, 0) = 0 garantiert dann, daß das Anfügen eines Blanks an
ein leeres Band wieder das Blank liefert. Umgekehrt liefertfirst(0) das Blank undrest(0) das
leere Band, was mit unserer Interpretation genau übereinstimmt.

Beispielsweise könnten wircons(x, y) = (x+y)(x+y+1)
2 + x definieren (vgl. Übung 1, Aufgabe 4g.).

Redaktioneller Hinweis: Hier sollte irgendwann nochmal das Bild aus dem handschriftlichen Skript (S.
175) hin.
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Die Repräsentation von Zeichenreihen durch natürliche Zahlen nennt man auchGödelisierung. Denn
Herr Gödel hat diesen Trick (mit einer anderen Kodierung) benutzt, um in der Arithmetik Aussagen
über die Arithmethik zu formulieren, was zu seinen berühmten Unvollständikeitssätzen geführt hat. Die
Konsequenzen unserer Gödelisierung sind dagegen ziemlich harmlos.

Mit diesen Funktionen können wir nun die Konfigurationen einer Turing-Maschine den Über-
gang in die Nachfolgekonfiguration simulieren. Eine Konfigurationakak+1 . . . a1qjb1b2 . . . bl ei-
ner Turing-Maschine repräsentieren wir in drei Registern:

R1 := cons(a1, cons(a2, cons(a3, . . . cons(ak, 0) . . . )))
R2 := j
R3 := cons(b1, cons(b2, cons(b3, . . . cons(bl, 0) . . . )))

Die Nummer des Zeichens an der Kopfposition ist dannb1 = first(R3).
Die Nachfolgekonfiguration können wir ebenfalls einfach berechnen. Betrachten wir als Bei-
spiel eine Rechtsbewegung einer Turing-MaschineM :

akak+1 . . . a1qjb1b2 . . . bl

`M

akak+1 . . . a1b
′
1q

′
jb2 . . . bl

Das Zeichenb′1 erhalten wir unmittelbar aus der Übergangsfunktionδ der zu simulierenden
Turing-Maschine (die wir im Registermaschinenprogramm als Entscheidungstabelle realisieren
können), indem wir den Wert fürfirst(R3) undj ermitteln. Auchj′ erhalten wir direkt aus der
Übergangsfunktionδ. Damit ergibt sich der Inhalt der Register für die Nachfolgekonfiguration
durch:

R1 := cons(b′1, R1)
R2 := j′

R3 := rest(R3)

Für eine Linksbewegung ergibt sich die Nachfolgekonfiguration analog.

Satz 6.4 Jede (Turing-)berechenbare Funktion ist registermaschinenberechenbar.

Beweis:Simulation der Turing-Maschine durch die Registermaschine gemäß obiger Überle-
gung. �

Bemerkungen:

- Die Registermaschine ist für Komplexitätsbetrachtungen oft zweckmäßiger als eine TM.

- Man kann den Befehlssatz der Registermaschine auch noch erweitern: zum Beispiel um
die BefehleMULT, DIV oder um Befehle mitindirekter Adressierung. Dadurch erhalten
wir keine neuen berechenbaren Funktionen, erhöht aber die Programmierbarkeit der Re-
gistermaschine.

Beweisidee:Man kann jede Funktion, die sich mit einer Registermaschine mit indirekter Adres-
sierung berechnen lässt, auch mit einer Turing-Maschine berechnen (Verallgemeinerung von
Satz6.3 auf Registermaschinen mit indirekter Adressierung); alle Funktionen, die sich mit ei-
ner Turing-Maschine berechnen lassen, lassen sich wiederum auch durch eine Registermaschine
ohne indirekte Adressierung berechnen (Satz6.4).
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- Oft werden die Konfigurationen durch die Primzahlcodierungen repräsentiert. In der Prim-
zahlcodierung lässt sich die Ziffernfolge1012134 mittels der Zahl21 · 30 · 51 · 72 ·
111 · 133 · 174 darstellen. Hierbei wird diei-te Stelle durch diei-te Primzahl codiert
und der Wert der Ziffer an dieser Stelle durch die Potenzierung der Primzahl.

3 GOTO-, WHILE- und FOR-Berechenbarkeit

Der Befehlssatz der Registermaschine sieht bisher nur Sprünge (JMP) und bedingte Sprünge
(JPZ) als Konstrukte vor. Das wesentliche Konstrukt ist also dieGOTO-Anweisung. Wir nennen
diese Programme deshalb auch GOTO-Programme; und die Registermaschinenberechenbarkeit
nennen wir auch GOTO-Berechenbarkeit.
GOTO-Anweisungen wird in der Programmierung jedoch als schlechter Stil angesehen, weil
man mit ihnen sehr unübersichtliche Programme schreiben kann3. In der Strukturierten Pro-
grammierungbeschränkt man sich deshalb auf eine kontrolliertere Art von Sprüngen; ein Pro-
gramm wird dort aus den folgenden Kontrollkonstrukten aufgebaut:

- Sequenz:S1; S2

- Alternative: IFB THEN S1 ELSES2 FI
Hierbei istB ein boolescher Ausdruck (bei uns ist dies ein beliebiges RegisterRj, das
implizit auf 0 getestet wird (Rj == 0)).

- Iteration:

· WHILE-Schleife: WHILEB DO S OD

· FOR-Schleife: FORi DO S OD
Mit i wird in der FOR-Schleife das RegisterRi adressiert, das wirSchleifenzähler
nennen.Der Wert des Registers wird bei jedem Schleifendurchlauf um1 dekremen-
tiert. Nimmt das Schleifenzähler den Wert0 an, wird die FOR-Schleife beendet. Im
SchleifenrumpfS darf der SchleifenzählerRi dabei nicht modifiziert werden (reine)
FOR-Schleife.

Im folgenden unterscheiden wir Programme, gemäß der in ihnen vorkommenden Schleifenkon-
strukte: In WHILE-Programmen kommen nur WHILE-Schleifen vor; in FOR-Programmen
kommen nur FOR-Schleifen vor. Entsprechend definieren wir dann den Begriff der WHILE-
und FOR-Berechenbarkeit.

Definition 6.5 (WHILE- und FOR-Berechenbarkeit)

1. Ein Registermaschinenprogramm, das nur aus elementaren Anweisungen (STA, LDA,
ADD, SUB, INC, DEC) und aus Sequenzen, Alternativen undWHILE-Schleifen aufge-
baut ist, heißtWHILE -Programm.

2. Ein Registermaschinen-Programm, das nur aus elementaren Anweisungen und aus Se-
quenzen, Alternativen und (reinen)FOR-Schleifen aufgebaut ist heißtFOR-Programm
(manchmal auchLOOP-Programm).

3 E. W. Dijkstra: Go to statement considered harmful. CACM 11/3, 1968.
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3. Eine Funktion heißtFOR-berechenbar, wenn es einFOR-Programm gibt, das diese
Funktion berechnet.

4. Eine Funktion heißtWHILE-berechenbar, wenn es einWHILE-Programm gibt, das die-
se Funktion berechnet.

Nun überlegen wir uns, wie sich die neu definierten Berechenbarkeitsbegriffe zum bisherigen
Berechenbarkeitsbegriff verhalten. Dazu stellen wir einige Beobachtungen an.

Beobachtungen:

- Jede FOR-Schleife kann natürlich durch eine WHILE-Schleife ersetzt werden. Deshalb
ist jede FOR-berechenbare Funktion auch WHILE-berechenbar.

- Jedes FOR-Programm terminiert für alle Eingaben! D.h. alle FOR-berechenbaren Funk-
tionen sind total.

Beweis: Falls dasFOR-Programm nur eine Schleife besitzt, ist die Terminierung klar, da der
Schleifenzähler in jedem Durchlauf genau um 1 verringert wird. Da der Schleifenzähler im
Schleifenrumpf nicht verändert werden kann, erreicht er irgendwann den Wert 0. Dann ist die
Schleife beendet. Für Programme mit ineinander verschachtelten Schleifen folgt die Aussage
durch Induktion.

Wir werden in Übung 13, Aufgabe 2 sehen, daß in einer Programmiersprache, deren Pro-
gramme immer terminieren nicht alle totalen und berechenbaren Funktionen berechnet
werden können. Ein Beispiel für eine totale und berechenbare Funktion, die nicht FOR-
berechenbar ist, ist die Ackermannfunktion.

- Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein WHILE-Programm berechnet wer-
den, das genau eine WHILE-Schleife hat (dies nennt man dann ein Programm inKlee-
ne’scher Normalform).

Beweis:Zunächst kann man natürlich einWHILE-Programm in einGOTO-Programm über-
setzen. DiesesGOTO-Programm kann man dann in eine Turing-Maschine übersetzen (Satz6.3).
Die Turing-Maschine kann mann dann durch einWHILE-Programm simulieren, wobei in der
einenWHILE-Schleife genau ein Schritt der Turing-Maschine simuliert wird (so ähnlich wie in
Satz6.4).
Insgesamt haben wir dann über einige Umwege aus einemWHILE-Programm mit evtl. mehre-
rerenWHILE-Schleifen ein äquivalentesWHILE-Programm mit genau einerWHILE-Schleife
übersetzt.

Insgesamt egibt sich dann das folgende Bild:

Satz 6.6

1. Die WHILE-berechenbaren Funktionen sind genau die berechenbaren Funktionen.

2. Die FOR-berechenbaren Funktionen sind eineechteTeilmenge der berechenbaren Funk-
tionen.
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Beweis:

- Wie in der vorangegangenen Beobachtung angedeutet, können wir jedes WHILE-Programm
in ein äquivalentes GOTO-Programm übersetzen. Damit ist jede WHILE-berechenbare
Funktion auch GOTO-berechenbar und damit (Turing-)berechnenbar.

Umgekehrt kann man, wie oben angedeutet, eine Turing-Maschine durch ein WHILE-
Programm simulieren. Damit ist jede (Turing-)berechenbare Funktion auch WHILE-
berechenbar (das geht wie im Beweis von Satz6.4).

- Obige Beobachtung und Übungsblatt 13, Aufgabe 2.

Eine sehr interessante Aufgabe ist auch der Nachweis, daß die Ackermannfunktion nichtFOR-
berechenbar ist. Dazu zeigt man, daß einFOR-Programm für die Berechnung von a(n+1,n+1)
mindestensn ineinander verschachtelteFOR-Schleifen benötigt (das war genau die Absicht von
Herrn Ackermann bei der Konstruktion seiner Funktion). Da dies für beliebigen gilt, gibt es
keine Obergrenze für die Anzahl der verschachteltenFOR-Schleifen. Leider fehlt uns die Zeit,
uns diesen Beweis genauer anzusehen.

�

4 Primitive Rekursion und µ-Rekursion

Die bisherigen Definitionen der Berechnungsbegriffe entsprechen dem Prinzip der imperativen
Programmierung. Als letztes betrachten wir nun das Prinzip der funktionalen Programmierung
und definieren zwei entsprechende Berechenbarkeitsbegriffe.

Funktionale Programmierung: Gemäß des Prinzips der funktionalen Programmierung wer-
den Funktionen durch Kombination von elementaren Funktionen definiert. Darüber hinaus kön-
nen Funktionen rekursiv definiert werden.
Dabei müssen wir noch festlegen, welche Funktionen wir als elementar ansehen, wie wir aus
bereits definierte Funktionen neue konstruieren können, und welche Form der Rekursion wir
zulassen. Wir betrachten hier zwei verschiedene Formen der Rekursion: die primitive (oder
begrenzte) Rekursion, und die (unbeschränkte)µ-Rekursion. Die elementaren Funktionen und
die Kombination von Funktionen sind in beiden Fällen gleich

4.1 Primitive Rekursion

Zunächts definieren wir die primitiv rekursiven Funktionen.

Definition 6.7 (Primitiv rekursive Funktionen)
Die Menge derprimitiv rekursive Funktionenist induktiv definiert durch:

Elementare Funktionen Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursiv:

Konstante Null 0 : N0 → N mit 0() = 0.

Nachfolgerfunktion σ : N→ N mit σ(x) = x + 1 für alle x ∈ N.
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Projektionsfunktionen πn
i : Nn → N mit πn

i (x1, ..., xn) = xi (für 1 ≤ i ≤ n).

Konstruktionen

Einsetzen Wenng : Nk → N undhi : Nn → N primitiv rekursive Funktionen sind, dann
ist auchf : Nn → N mit f(x1, ..., xn) = g(h1(x), . . . , hk(x)) primitiv rekursiv.

Primitive Rekursion Wenng : Nn → N undh : Nn+2 → N primitiv rekursive Funktio-
nen sind, so ist auchf : Nn+1 → N mit
f(x, 0) = g(x) Terminierung
f(x, k + 1) = h(x, k, f(x, k)) Rekursion

ebenfalls primitiv rekursiv.

Ähnlich wie bei der (reinen) FOR-Schleife, ist bei bei der primitiven Rekursion die Anzahl
der rekursiven Aufrufe begrenzt: fürf(x, n) wird f genaun mal rekursiv aufgerufen. Aller
primitiv rekursiven Funktionen sind also tolal. Und man kann sich relativ leicht überlegen, daß
die primitiv rekursiven Funktionen genau die FOR-berechenbaren Funktionen sind:

Satz 6.8 (Primitiv rekursiv = FOR-berechenbar) Die Menge der primitiv rekursiven Funk-
tionen ist genau die Menge derFOR-berechenbaren Funktionen.

Frage: Welches Rekursionsprinzip liefert uns genau die WHILE-berechenbaren Funktionen?

Antwort:

4.2 Dieµ-rekursiven Funktionen

Für eine Funktion:g : Nn+1 → N bezeichnetµg : Nn → N eine Funktion mit:

(µg)(x) =

{
min{k ∈ N | g(x, k) = 0 ∧ g(x, j) ∈ N für alle j ≤ k}
undefiniert, fallsmin nicht existiert

µg(x) bezeichnet also den kleinsten Indexk, für deng(x, k) = 0 gilt und für den für allej < k
der Wertg(x, j) definiert ist.

Der µ-Operator macht also aus einern + 1-stelligen Funktiong einen-stellige Funktionf = µg. Der
µ-Operator ist also streng genommen ein Funktionalf = µ(g), wobei die Klammern meist weggelassen
werden – wie oben.

Definition 6.9 (µ-rekursive Funktionen)
Die Menge derµ-rekursive Funktionen ist induktiv definiert:

- Jede primitiv rekursive Funktion istµ-rekursiv.

- Wenng undh1, ..., hk µ-rekursiv sind, dann ist auchf : Nn → N mitf(x) = g(h1(x), . . . , hk(x))
µ-rekursiv.

- Wenng µ-rekursiv ist, dann ist auch die Funktionµg µ-rekursiv.

Satz 6.10 (µ-rekursive Funktionen = WHILE-berechenbar)
Die Menge derµ-rekursive Funktionen entspricht genau der Menge derWHILE-berechenbaren
Funktionen.
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Beweisidee: Wir deuten hier nur kurz an, wie man eine Berechnung einer Turing-Maschine
durch eineµ-rekursive Funktion ausdrückt. Es gibt eine primitiv rekursive Funktionf , so daß
f(x, k) die (geeignet kodierte) Konfiguration der Turing-Maschine bei Eingabex nachk Be-
rechnungsschritten liefert. Sei nung eine Funktion, so daßg(y) für eine kodierte Konfiguration
y der Turing-Maschine das Ergebnis0 liefert, wenn die Turing-Maschine in einem Endzustand
ist, und1 sonst. Dann liefertµ(gf)(x) die Anzahl der Berechnungsschritte, die die Turing-
Maschine bis zur Terminierung auf Eingabex benötigt. Dann lieferth(f(x, µ(gf)(x)) das Er-
gebnis der Turing-Maschine, wennh eine Funktion ist, die aus der kodierten Endkonfiguration
das eigentliche Ergebnis der Turing-Maschine berechnet.
Diese Beweisidee zeigt auch, daß man auch hier wieder genau eineµ-Operation braucht, um die
Berechnung einer Turing-Maschine zu simulieren. Dies ist das Analogon (bzw. die ursprüngli-
che Formulierung) der Kleene’schen Normalform fürµ-rekursive Funktionen: Jedeµ-rekursive
Funktion kann mit genau einer Anwendung desµ-Operators definiert werden.

5 Überblick

Nachfolgend sind nochmals die verschiedenen (bzw. gleichen) Berechnungsbegriffe dargestellt,
die wir in diesem Kapitel betrachtet haben. Auf der linken Seite sind die korrespondierenden
Konzepte aus den Formalen Sprachen angegeben:

Analogie bei
Sprachen

Turing-
Maschine

Register-
Maschine

Rekursionen Terminierung

aufzählbare
Sprachen

partiell rekursive
Funktionen

Register-Maschinen-,
GOTO-, WHILE-
berechenbare
Funktionen

µ-rekursive
Funktionen

Nicht-
terminierung

möglich

( ( ( (

entscheidbare
Sprachen

�
�

�

total rekursive Funktionen

Terminierung
semantisch
gefordert

( ( (

( FOR-berechenbare
Funktionen

primitiv rekursive
Funktionen

Terminierung
syntaktisch
erzwungen

kontextsensitive
Sprachen

(

kontextfreie
Sprachen

- Die total rekursiven Funktionen lassen sich nicht
syntaktisch Charakterisieren (siehe Übung 13,
Aufgabe 2)!

- Church’sche These: “Mehr als partiell rekursiv
geht nicht!”

Um etwas mehr über Berechenbarkeit zu lernen, sollten Sie mal einen Blick in das Buch von
E. Smith [8] werfen. Insbesondere sind dort die hier nur angedeuteten Beweise ausgeführt.
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Redaktioneller Hinweis: Das ganze Kapitel6 ist noch sehr knapp gehalten. Wenigstens die wichtigsten
Beweise sollten irgendwann ergänzt werden.



Kapitel 7

Kritik klassischer Berechnungsmodelle

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir uns mit den Begriffen des Berechenbaren
und des Entscheidbaren beschäftigt. Insbesondere haben wir die Grenzen des Berechenbaren
und Entscheidbaren ausgelotet. Wir haben uns also mit dem beschäftigt, was man prinzipiell
mit Rechnern machen kann (und was nicht).
Allerdings betrachtet diese „klassiche Berechenbarkeitstheorie“ nur einen kleinen Teil dessen,
wofür wir Rechner heute einsetzen: das Berechnen von Funktionen1. Viele (möglicherweise die
meisten) Dinge, für die wir Rechner heute einsetzen, kann man nur mit Mühe oder gar nicht
als die Berechnung einer Funktion auffassen. Beispielsweise lassen sich die folgenden Systeme
nur schwer als die Berechnung einer Funktionen auffassen?

- Betriebssystem

- Betriebliches Informationssystem

- Web-Server

- Workflow-Managementsystem

In der theoretischen Informatik könnte man manchmal den Eindruck gewinnen, dass die Welt
nur aus dem Berechnen von Funktionen besteht. Die informationstechnische Realität sieht aber
oft anders aus. Sie beschäftigt sich mitinteraktivenoder reaktiven Systemen. Diese Systeme
unterscheiden sich in zwei wesentlichen Punkten von der Berechnung einer Funktion:

- Die Eingabe liegt nicht bereits am Anfang der „Berechnung“ vor; die „Berechnung“ be-
steht aus einer Interaktion von Ein- und Ausgaben.

- Für das Systemverhalten ist nicht nur die Beziehung zwischen Eingabe- und Ausgabe
relevant, sondern auch das was zwischendurch passiert.

- Die „Berechnung“ muß nicht unbedingt terminieren. Bei vielen Systemen ist die Nicht-
Terminierung sogar der gewünschte Fall (wenigstens konzeptuell). Beispielsweise sollte
ein Betriebssystem im Idealfall nie terminieren.

1 Wir haben uns hier sogar auf Funktionen über den natürlichen Zahlenf : Nn → N beschränkt. Das ist aber
keine prinzipielle Einschränkung, da man andere Datentypen durch geeignete Kodierung repräsentieren kann. Da-
tentypen sind also – was die prinzipiellen Aspekte der Berechenbarkeit betrifft – „nur“ eine Frage der Kodierung.
Aber natürlich gibt es eine eigenständige Theorie der abstrakten Datentypen.
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Es gibt zwar Versuche, auch interaktive Systeme als das Berechnen von Funktionen aufzufassen.
Aber das ist nicht unbedingt zweckmäßig.
Warum also haben wir uns mit der „klassichen Berechenbarkeitstheorie“ beschäftigt, obwohl
die informationstechnische Wirklichkeit ganz anders aussieht? Darauf gibt es verschiedene Ant-
worten:

- Die klassiche Berechenbarkeitstheorie zeigt die prinzipiellen Grenzen des Machbaren
auf. Dieser Grenzen sollte sich jeder Informatiker bewußt sein.

- Interaktive Systeme bestehen in vielen Fällen aus Teilkomponenten, die Funktionen be-
rechnen.

- Es gibt Automatenmodelle oder auf Automatenmodellen basierende Formalismen, zur
Beschreibung reaktiver Systeme:

· Petrinetze

· Prozessalgebren

· Statecharts

· Büchi-Automaten

· I/O-Automaten

· . . .


Dazu gibt es Spezialvorlesungen

Viele der Techniken, die wir in der Vorlesung kennengelernt haben, spielen auch bei die-
sen erweiterten Automatenmodellen eine Rolle.

Die klassische Berechenbarkeitstheorie hat viel zum Verständnis des mit Rechnern Mach-
baren beigetragen. Sie nimmt deshalb nach wie vor einen wichtigen Platz in der Informatik
ein. Wir sollten uns durch sie aber nicht den Blick für die “informatischen Wirklichkeit”
verstellen lassen!
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